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Chapitre 1 

Introduction 


L’objet de cette these d’Habilitation a Diriger des Recherches est de presenter mes travaux sur la 
rotation des corps resonnants, qui sont soit des satellites naturels des planetes geantes, en rotation 
synchrone, soit Mercure, qui effectue 3 rotations sur elle-meme en exactement 2 revolutions autour 
du Soleil. Cette thematique se situe a un carrefour entre la mecanique celeste, la planetologie, et la 
geophysique, car I’amplitude de la reponse d’un corps en rotation a une excitation exterieure, dans 
la plupart des cas gravitationnelle, depend de la structure interne de ce corps. Cette dependance est 
d’autant plus importante dans le cas de corps en rotation resonnante, car cette configuration est un 
equilibre dynamique, c’est-a-dire un minimum d’energie. Ce minimum d’energie est atteint grace 
a des phenomenes dissipatifs, essentiellement des forces de maree et des phenomenes de friction 
interne fluide-solide, agissant depuis la formation de I’objet. Ainsi, les deviations par rapport a 
la rotation strictement resonnante sont la signature d’excitation par une source externe, tandis 
que des corps non resonnants, c’est-a-dire dont la rotation n’a pas ete entierement amortie, ont un 
mouvement essentiellement du aux phenomenes s’etant produits pendant leur formation (accretion. 


impacts,...) 

Modeliser la rotation de tels objets necessite done d’avoir des informations sur leur structure 
interne, ce qui n’etait p endant l ongtemps possible que pour l a Lune. Ceci a lustifie un certain nombre 
d’etud es sur le suiet (IKoziell. 


1982a 3; Williams et all 


2001 


967: Williams et ah. 19731: Migus . 1980 : Eckhardt, 1981 : Moonsl. 


Rambaux &: WilliamsI . l201lh . melant aussi bien etudes theoriques 


qu’observations de la rotation, en particulier grace a des dispositifs de type Laser-Lune, consistant 
a mesurer tres precisement la distance entre un emetteur laser et un panneau reflecteur situe sur 
la surface de la Lune, a I’aide du temps d’aller-retour des photons. 

Ceci dit, la rotation de la Lune est tres differente de celle des satellites naturels des planetes 
geantes, essentiellement car la Lune orbite autour d’une planete de taille relativement modeste 
(notre Terre) et subit fortement la perturbation gravitationnelle du Soleil. Une consequence est 
que I’orientation de son moment cinetique, ou obliquite, correspond a VEtat de Cassini 2, alors que 
I’obliquite des satellites des planetes geantes est supposee etre a I’Etat de Cassini 1. 

Jusqu’a la mission spatiale Galileo qui a visite le systeme de Jupiter de 1995 a 2003, les satellites 
des planetes geantes n’etaient connus que comme des masses spheriques avec certaines proprietes 
de surface; les sondes Galileo, puis Cassini en orbite autour de Saturne depuis 2004, ont permis de 
connaitre les champ de gravite a I’ordre 2 des principaux satellites, voire parfois de mesurer un etat 
de rotation. En parallele, des etudes theoriques et experimentales se sont developpees, en particulier 
pour modeliser I’interieur d’un satellite naturel, pour etudier le comportement d’une couche fluide 
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION 


en son sein, on pour comprendre la reponse rotationnelle d’un corps qui a un ocean global. 

Ce manuscrit a pour but de presenter ma contribution a certaines de ces etudes. II s’agit du 
point de vue d’un mecanicien celeste qui s’est lentement mais surement rapproche des sciences 
planetaires. Je presenterai d’abord le cas le plus simple, c’est-a-dire celui de la rotation d’un corps 
triaxial rigide (Ctiapitre [2|), ainsi que la faqon dont j’ai applique ce modele a certains satellites 
de Jupiter et de Saturne (Chapitre E]) . Je presenterai ensuite des complications de ce modele afin 
de se diriger vers une structure interne de plus en plus realiste, d’abord en considerant un noyau 
entierement fluide (Chapitre IH), puis en tenant compte d’un ocean global compris entre 2 couches 
rigides, a savoir un noyau et une croute (ChapitreE]). 

Je montrerai ensuite comment j’ai applique ces methodes a Mercure, en resonance spin-orbite 
3 :2, dans le cadre de la preparation de la mission de I’ESA BepiColombo. J’explique en particulier 
comment on pent utiliser I’obliquite (Chapitre El et les librations en longitude (Chapitre [H| pour 
determiner la taille du noyau fluide de la planete. Mon expertise sur Mercure m’a egalement amene 
a collaborer avec une equipe de I’US Naval Observatory (Washington, DC, USA) specialisee dans 
les effets de maree, pour comprendre la faqon dont la planete a ete capturee dans son actuelle 
resonance spin-orbite (Chapitre [9| . 

Ayant ete forme dans un laboratoire specialise dans les ephemerides, je me suis toujours attache 
a utiliser la modelisation la plus realiste possible du mouvement orbital du corps que j’etudiais, 
ceci notamment afin d’inclure toute resonance eventuelle avec une frequence de forqage. Un modele 
orbital complet est complexe, ceci a necessite la mise au point d’algorithmes numeriques sans 
lesquels certaines des etudes que je presente ici n’auraient pas ete menees a bien. J’expose ici un 
algorithme, NAFFO pour Numerical Algorithm For Forced Oscillations, qui se base sur le fait que 
les mouvements de rotation sont quasiperiodiques pour determiner iterativement et avec une grande 
precision I’equilibre dynamique d’un corps en resonance spin-orbite pour lequel on tient compte du 
mouvement orbital complet fChapitre 1101 ) . 


Premiere partie 

La rotation des satellites naturels 
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Chapitre 2 

Un modele Hamiltonien de rotation 
rigide 


Ce chapitre donne une formulation Hamiltonien ne de la rotation rigide d’un corps triaxial. II est 
fortement inspire des travaux de Jacques Henrard ( Henrard fc Schwanen . 2004 : Henrardl . 2005 b), 
a la suite desquels mes travaux se situent. 


2.1 Exposition du probleme 

On considere ici que I’objet d’etude S est un ellipsoide triaxial, rigide, en orbite autour de sa 
planete parente P. La matrice d’inertie I du satellite S est definie ainsi : 


I = 


/ 

V 


A 

0 

0 


0 

B 

0 



( 2 . 1 ) 


dans un repere normal ^/i, lie au satellite, avec 0 < A < B < C. Les axes ^/i, 

les axes principaux d’inertie du satellite. On a, par definition des moments principaux 
P et C : 


f 2 ,f^ sont 
d’inertie A, 


JIf 

{v^ + A 

dxdydz, 

(2.2) 

JIf 


dx dy dz, 

(2.3) 

JIf 

+ /) 

dxdydz, 

(2.4) 


ou p{x, y, z) est la masse volumique locale, chaque element de masse du satellite etant repere par ses 
coordonnees cartesiennes {x,y,z) dans le repere (^fi, f 2 , Pour un corps homogene, la quantite 
p est constante, on a Ms = 47r/3pa6c et 
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A = 

Ms 

5 

( 6 Gc^), 

(2.5) 

B = 

Ms 

5 

+ A , 

( 2 . 6 ) 

C = 

Ms 

5 

( 0 ^ +1 ^) , 

(2.7) 


ou Ms est la masse du satellite, et0<c<6<a sont les 3 rayons, c est le rayon polaire, 11 
correspond a I’axe f^. a et b sont les rayons equatoriaux lies aux axes /i et f 2 - Pour un corps en 
rotation synchrone, ils sont diriges respectivement vers la planete et le long de I’orbite. 

Dans notre etude nous distinguerons I’orientation du moment cinetique G et celle des axes prin- 
cipaux d’inertie, ou axes de figure, (/i, / 2 , /a). Nous avons besoin de 2 autres reperes de reference : 
un repere inertiel ( 61 , 62 , 63 ), et un repere lie au moment cinetique G (ni, 712 , 113 ), avec G = Gn^. 
Dans la pratique, le repere inertiel sera le plan equatorial du corps parent a la date J2000. Le 
passage d’un repere a un autre se fait grace a 2 jeux d’angles d’Euler : {h,K,g) du repere inertiel 
(^,^ 563 ) vers le r^ere du moment cinetique (ni, n^, ns), et (—, J, 1) de (ni, 112 , 713 ) vers le repere 
lie au satellite (/i,/ 2 ,/ 3 ) (FigEH])- 



Figure 2.1 - Les angles d’Fuler du probleme (reproduit de ( Henrard . 200511 1. 


h represente I’orientation de la ligne des noeuds du repere du moment cinetique par rapport 
au repere inertiel. Nous appellerons K V ohliquite inertielle, cet angle represente I’orientation du 
moment cinetique du satellite par rapport a la normale au plan de reference, alors que classiquement 
I’obliquite est definie par rapport a la normale a I’orbite du satellite, g est un angle de spin tournant 
avec le satellite. L’angle J represente I’amplitude du mouvement polaire, c’est-a-dire la deviation 
de I’orientation du moment cinetique par rapport a I’axe de figure, et I est I’orientation de ce 
mouvement polaire. 


A ces angles sont associees les variables canoniques d’Andoyer ( Andoverl . Il926l l : 
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I L = G cos J 

9 G ( 2 . 8 ) 

h H = GcosK, 

il decoule naturellement des definitions de J et K que L et H sont les projections du moment 

cinetique G sur /s et e^, respectivement. Si I’obliquite K est en general significative, il n’en est pas 
de meme pour I’amplitude du mouvement polaire J. Quand J est nul, alors les angles I el g ne 
sont pas clairement definis, alors que leur somme I’est toujours. Nous contournons ce probleme en 
introduisant les elements d’Andoyer modifies : 

p = i + g + h ^ = ^ 

r = -h _ R = sin2 f ( 2 . 9 ) 

/ 2{G-L) . , /2G ■ j ■ 1 lAG-L) , / 2G • J t 

^ = - V sm / = sm 2 sm/ g = cos l = cos 1. 

Ici, les variables cartesiennes ^ el g sont nulles lorsque J est nul, I’indetermination est done levee. 
nC est un facteur de normalisation, e’est la norme moyenne du moment cinetique G si le satellite 
est en rotation synchrone. 

2.2 Les equations du mouvement 

Comme dit precedemment, nous considerons que la seule force exercee sur le satellite est la 
perturbation gravitationnelle de sa planete parente. Nos variables fEa l2.9h etant canoniques, nous 
pouvons utilise!’ une formulation Hamiltonienne. Pour cela, nous devons exprimer I’energie cinetique 
T et I’energie potentielle V due a la perturbation gravitationnelle de la planete. 

2.2.1 L’energie cinetique T 

On a 


T=\oj-G, ( 2 . 10 ) 

ou uj est le vecteur rotation instantanee. Il decoule de la definition des moments d’inertie et des 
angles d’Euler : 


G = G sin J sin Ifi + G sin J cos Z /2 + G cos Jf^, 

G —► G G 

u) = — sin Jsin ^/i + — sin Jeos //2 + — cos J/ 3 . 

A H G 


Dans ce cas, on obtient 


T = 


G^ sin^ J ( sin^ I cos^ I \ G^ cos^ J 


A 


+ 


B 


+ 


2C 


ce qui donne, dans les variables d’Andoyer : 


G^ — ( sin^ I cos^ I \ 


( 2 . 11 ) 

( 2 . 12 ) 


(2.13) 


2 


A 


B 


(2.14) 
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et, dans les variables d’Andoyer modifiees0 : 

avec 

71 

72 

J 2 = —C 20 et C 22 sont les classiques harmoniques de degre 2 du champ de gravite du satellite, ou 
coefficients de Stokes, et Rs son rayon moyen. 

2.2.2 L’energie potentielle V 

Le potentiel gravitationnel de I’interaction entre le satellite et sa planete, vue comme une masse 
spheriqued, s’ecrit 


2C-A-B ^ MsRl 
- = 02- 


2C 

B-A 


C 


2C 


— 2(722 


MsRl 

C 


(2.16) 

(2.17) 


p2 2 

? -7 


71 + 72 ^2 


1 _ 7i _ 72 


71-72 2 

-7 

1 - 7i + 72 / 


(2.15) 


V = -gUp JJJ ^dW, ( 2 . 18 ) 

w ^ 

on g est la constante gravitationnelle, W le volume du satellite, et d' la distance entre le centre de 
masse de la planete et I’element de masse du satellite. Ce potentiel (I2.18P pent etre developpe en 
harmoniques spheriques sous la forme 

V = ^ ^ -P™ (siii0) ((7nmCos (mA) + S'„mSin(mA)), (2.19) 

^ n=0 m=0 A ^ / 

OU r est la distance satellite-planete. Les functions sont les functions de Legendre associees, 
definies par rapport aux polynomes de Legendre classiques par : 

Les angles 0 et A sont respectivement la latitude et la longitude, et les coefficients Cnm et Snm 
sont les coefficients de Stokes zonaux (m = 0), tesseraux (m < n) et sectoriaux (m = n). Avec 
les hypotheses que nous avons faites sur le champ de gravite du satellite, c’est-a-dire un ellipsoide 
triaxial rigide homogene, et un choix c^timal du repere de reference dans lequel on travaille, ici 
celui des axes principaux d’inertie (/i,/ 2 ,/ 3 ), le potentiel (I2.19P prend une forme simplifiee 

V = 1^1+ (C2oP2(sin0) +C722P|(sin(/.)cos2A)^ , (2.21) 

avec 

1. cette formule es t donnee avec une erreur typographique dans (iHenrar l l2005bli 

2. iHenrardI ll2005di etudie I’influence de I’aplatissement de la planete, introduit comme un terme correctif. Cela a 
une influence negligeable. 
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P2{n) = ( 2 . 22 ) 

p|(u) = S-Su^. (2.23) 

Dans le potentiel (I2.2ip . le premier terme n’a aucun effet sur la rotation car il correspond a un 
satellite ponctuel, on a done maintenant 

jy2 / 3 \ 

V = -GMpMs-^ f--(720 cos^(/> +3(722 cos^(/>cos 2Aj > (2.24) 

on P 2 (sin cj)) =3/2 sin^ 0 — 1/2 a ete remplace par 3/2 sin^ (/> — 3/2 par simple ajout de constante, 
ce qui permet d’ecrire P 2 {sm(l)) = —3/2cos‘^(j). Soil r le vecteur satellite-planete, posons 


r 


xsfi + ysf2 + zsfs, 
r (xs/i + ysf2 + zsfs) , 


(2.25) 

(2.26) 


avec 


XS 

= cos(/>cosA, 

(2.27) 

ys 

= cos(/)sinA, 

(2.28) 

ZS 

= sin (j). 

(2.29) 


On a alors 


cos^(p = xs + vs, (2.30) 

cos^(()cos2A = x'g — yg, (2-31) 

et 

V = --QMpAIs-^ {j2 + 2(722 j (2.32) 

on encore 

P = (">'1 + Vs) + 72 (xs ~ Vs)) ■ (2.33) 

2.2.3 Le Hamiltonien du probleme 

Le Hamiltonien du probleme P = (T + V)/(n(7) s’ecrit alors 


nP^ 1 

3 QMp 
2 nr[tY 


AP-f- if 


71 + 72 .2 




71 


72 2 

7 


■f- . , , y 

. V ^ V1 - 7i - 72 1-71+72 

(71 {xs{tf + ys{tf) + 72 {xs{tf - ys{tf 


(2.34) 


T-L{P, r,C,P,R,vU) 
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Ici le choix a ete fait de I’ecrire sous forme non autonome, c’est-a-dire dependant explicitement 
du temps. Ceci est implicitement une consequence du fait que le mouvement orbital du satellite 
autour de la planete, plutot vu ici comme le mouvement de la planete autour du satellite, est 
considere comme un forgage externe, qui agit sur la rotation mais sans lui-meme etre affecte. Cette 
approximation est tout-a-fait legitime dans le cas des satellites de planetes geantes ou I’energie de 
rotation est de plusieurs ordres de grandeur inferieure a I’energie orbitale, il suffit pour le voir de 
comparer les masses de la planete Mp et du satellite Ms- Cette approximation perd de sa legitimite 
dans le cas des aste roides binaires ou un modele complet d’interactions entre la rotation et I’orbite 


doit etre considere ( Macieiewski . 1995 : Fahnestock fc Scheeres . 2008 : Bone Sz Laskar . 2009l l. 


En general, le mouvement orbital du satellite est donne dans un repere inerti e l (et, 62 , 63 ) par 


j, u 

des ephemerides comme LI pour les sate llites Galileens de Jupi ter (jLainev et al.l . 1200611 ou TASS 


pour les principaux satellites de Saturne ( Vienne fc Duriej. 1995), il est done necessaire d’effectuer 
des rotations pour se mettre dans le repere lie au satellite (/i,/ 2 ,/ 3 )- En appelant {xi,yi,zi) les 
coordonnees du vecteur unitaire pointant vers la planete dans le repere inertiel, il decoule de la 
definition des angles d’Euler (Fig |2.ip : 


/ 


xs 


ys I = R3i-l)Ri{-J)R3i-g)Rii-K)R3{-h) 
\ % 

oil les matrices de rotation sont definies parH : 






et 


Ri{^) = 


( 1 
0 

V 0 


cos ( 
sin ( 


— sm ( 
cos (h 


Ce Hamiltonien donne directement les equations du probleme : 


(2.35) 


(2.36) 


(2.37) 


dp 

dn 

dP 

dn 

dt 

dP 

dt 

dp 

dr 

dn 

dR 

dn 

dt 

dR 

dt 

dr 


dn 

dr] 

dn 

dt 

dr] 

dt 

dc 


(2.38) 


Dans toutes les etudes de rotation rigide que je montre par la suite, les simulations numeriques 
ont consiste a propager les equations (I2.38p . Nulle part ces equations n’imposent que le satellite soit 
en rotation synchrone. La normalisation par nC le suggere, mais n’est en aucun cas une contrainte. 


3. Il est important de les definir, car il existe 2 conventions de signe pour les angles... 
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Ces equations sont done valables pour tout corps rigide dont la rotation n’influe pas significative- 
ment sur I’orbite, ce sont les conditions initiates qui vont determiner si la rotation est resonnante 
ou non, et de quelle resonance il s’agit. 


2.3 Caracterisation de la rotation resonnante 


Le but de cette section est de caracteriser I’etat d’equilibre dynamique dans lequel les satellites 
naturels sont supposes etre. II s’agit d’une etude analytique visant a comprendre le fonctionnement 
global du systeme. Pour cela, nous faisons quelques approximations, mais dans les applications qui 
vont suivre, nous utiliserons notamment un code numerique propageant les equations completes 
(|2.38p et utilisant le mouvement orbital reel du satellite. L’etat d’equilibre implique une rotation en 
moyenne synchrone, une obliquite correspondant a I’Etat de Cassini 1, et un mouvement polaire tres 
petit. Le choix qui a ete fait ici est de considerer la dynamique d’un point de vue global, e’est-a-dire 
en considerant les 3 degres de liberte du systeme simultanement, sans negliger leurs couplages. Une 
telle approche pent faire intervenir un grand nombre de termes, e’est la raison pour laquelle nous 
negligeons ici tout effet non indispensable a I’etablissement de cet equilibre, en particulier nous 
considerons que I’orbite du satellite est circulaire. 


Cette approximation a I’inconvenient d’empectier la modelisation des librations forcees en lon¬ 
gitude, souvent mises en avant en planetologie. Ces librations sont tres bien modelisees par une ap¬ 
proche plus classique consistant a considerer un probleme plan (inclinaison orbi tale nulle, K = J = 
0) et une excentricite constante. Sous ces hypot heses, le Hamiltonien Ti devient (jColdreich fc Pealel . 
1966 : Celletti . 1990 : Murray fc Dermott . 1999ll : 




nP‘^ 


2>n B — A 

T c 





cos(2p 


i\), 


(2.39) 


ou A = nt est la longitude moyenne du satellite, et les fonctions H 
fonctions classiques en excentricite definies par ( Kaula . 1966I L On 
excentricite : 


= G' 2 o(i- 2 )(e) sont des 
a, sous forme developpee en 
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+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

On voit ainsi qu’a excentricite nulle (orbite circulaire), seule la resonance synchrone d’argument 
2 p — 2A subsiste. Le seul autre cas de resonance connu dans le Systeme Solaire est la resonance 3 :2 
de Mercure, d’argument 2p — 3A. On voit que le prefacteur est de degre 1 en excentricite, Mercure 
a d’ailleurs une excentricite significative, actuellement 0.206, alors que I’excentricite des satellites 
est generalement d’un ordre de grandeur plus faible. 

2.3.1 La rotation d’equilibre des satellites des planetes geantes 
La position d’equilibre 

Nous repartons ici du Hamiltonien (I2.34p a partir duquel nous allons etudier I’etat de rotation 
attendu des satellites naturels, c’est-a-dire I’Etat de Cassini 1 avec rotation synchrone. L’orbite du 
satellite autour de sa planete parente est circulaire, avec une inclinaison constante et une precession 
uniforme de son noeud ascendant. En notant a, I, Xet Q les elements orbitaux du satellite, respecti- 
vement le demi-grand axe, 1’inclinaison, la longitude moyenne et le noeud ascendant, les coordonnees 
du vecteur unitaire pointant vers la planete s’ecrivent, dans le repere inertiel (ei, : 


15625 

129024 


cos(2p + 5A) 


4 

—e° cos(2p + 4A) 
45 


1 3 11 5 313 

—e'’* + H- —cos( 2 p + A) 

48 768 30720 J ^ ^ ^ 

1 1 o 5 . 143 7 \ 

—e H-- -e^ -^— e‘ cos( 2 » — A) 

2 16 384 18432 J ^ ^ ’ 

2 16 128 2048 J 

17 2 115 4 601 A 

ye - —e^ + — e j cos( 2 p - 4A) 

1 

, , -e“---e" H- 7— e' cos(2p —5A) 

V 48 768 6144 J 

/533 4 13827 

~ 160 

7228347 . 3071075 

-e^ - 


7845 o 32525 . 208225 

I --e^ H-( 

6144 

e®^ cos(2p — 6A) 

e’^^ cos(2p — 7A) 


V 3840 
73369 


18432 


720 
12144273 

71680 


e° cos(2p — 8A) 


cos(2p — 9A) + O(e^). 


(2.40) 
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XI = 

-cosf2cos(A -f2) -h cos / sin ^ sin (A -Q), 

(2.41) 

yi = 

-smflcos{X-fl) - cos I cos flsm{X - fl), 

(2.42) 

zi = 

— sin I sin(A — ^). 

(2.43) 


On cherche ici a caracteriser un comportement moyen du systeme, ce qui necessite de moyenner 
le Hamiltonien du probleme. Pour cela, on commence par exprimer les angles en libration. A la 
resonance synchrone, Tangle p — X libre autour de 0 on tt, ce qui vent dire que Taxe le plus long du 
satellite pointe en moyenne vers la planete (en fait vers I’antifoyer de son orbite, la distinction n’a 
pas de sens ici puisque Torbite est circulaire). De plus, il decoule de la definition de TEtat de Cassini 
1, et plus precisement de la troisieme loi de Cassini que, si le plan du repere inertiel (ei, 62) est ctioisi 
de fagon a optimiser la representation de la rotation (cf. Sect Jd.dp . alors Targument — h = r + 
est lui aussi en libration. 

Afin de tenir compte de ces librations, nous faisons le cliangement de variables suivant : 


a = p — X P 

p = r + a R (2.44) 

? r/. 


Ce cliangement de variables depend lineairement du temps, nous devons done ajouter an Hamilto¬ 
nien Ti la quantite —nP + flR, on est la vitesse de precession constante du noeud Q. 

Tous calculs faits, on obtient, apres moyennisation : 


Xg + ys = ai sin^ K + 02 sin K cos K cos p + as cos 2p(l — cos 2K) -|- O (2.45) 

et 


-2 -2 

xs-Vs 




61(1 -|- cos K)'^ cos 2a + 62 sin iT(l -|- cos K) cos(2(j + p) -\-bs sin^ K cos(2cj -|- 2p) 

64 sin iT(l — cos K) cos(2cr -|- Sp) -|- 65(1 — cos iT)^ cos(2cr -|- 4p) (2.46) 




avec 
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Ol = 

sin^ I 1 + cos^ I 

(2.47) 

2 4 

sin 21 

02 = 

(2.48) 

2 ’ 

03 = 

sin^ I 

(2.49) 

8 ’ 

1 + 2 cos I + cos^ I 

bi = 

(2.50) 

16 

62 = 

2 sin I + sin 21 

(2.51) 

8 

h = 

-sm I, 

(2.52) 

64 = 

2 sin I — sin 21 

(2.53) 

8 

bd = 

1 — 2 cos I + cos^ I 

(2.54) 

16 


II en decoule le Hamiltonien moyenne Ri : 


-Hi 


— - nP + ^R -^7i[oi sin^ K + a2 sin K cos K cos p + cos 2p{l — cos 2K)] 

3?T/ 

—72[6i( 1 + cos K)^ cos 2a + 62 sin ir(l + cos K) cos( 2 (T + p) ( 2 . 55 ) 

+63 sin^ K cos( 2 cj + 2p) + 64 sin ir(l — cos K) cos( 2 (T + 3p) 

+65(1 - cos K)'^ cos{2a + 4p)] + ^7, 7^), 


la notation K est conservee uniquement par commodite d’ecriture. Lorsqu’on est a I’equilibre strict, 
on a, par hypothese^, cr = 7 = 0, et par definition de I’equilibre : 


ce qui donne 


dRi 

'W 

dHi 


0 , 

0 , 


n P — 1 


3^cos — 1 \ 
2 P sin K J 
^ 3 nA 

^ “ 2PsinP: 


0 , 

0 , 


(2.56) 

(2.57) 


(2.58) 

(2.59) 


avec 


4. ce qui signifie qu’on ne cherche pas tous les equilibres, mais juste a caracteriser I’Etat de Cassini 1 
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A = 7 i (ai sin 2i^ + 02 cos 2i^ + 2 a 3 sin 2i<') 

+ 72 (—26i sin i^(l + cos J^) + 62 (cos iC + cos 21 ^) + 63 sin 2 if (2.60) 

+ 64 (cos K — cos 2K) + 265 sin iir(l — cos K)). 


Dans le cadre d’une application, on pent resoudre numeriquement le systeme compose des 
equations (|2.58p et (j2.59p . Dans un cadre plus general, en supposant les quantites K et I petites, 

I’equation (j2.58p donne immediatement P* = 1 , I’etoile designant la valeur a I’equilibre. _ 

_ S oit e I’obliquite m esuree par rapport a la normale a I’orbite. La troisieme loi de Cassini ([Cassini, 

1693 : Colomb3 . 1966I L initialement ecrite pour la Lune, affirme que I’axe de rotation, la normale a 
I’orbite, et la normale au plan de reference sont coplanaires, ce qui permet d’ecrire e = K* — I. En 
substituant P* dans I’equation f|2.58p a partir de son expression decoulant de fEa J2.59p . on a : 


0 


^ 3 n 271 sin 2e + 72 (sin 2e + 2 sin e) 

1 H- (1 — cos(i + e))-^- — -r- 

^ sin(/ + e) 

3 n sin {I + 2e) + sin (3/ + 2e) 

sin(/ + e) 


(2.61) 


Les petites oscillations autour de I’equilibre 

Une maniere de caracteriser le comportement d’un systeme a I’equilibre est d’evaluer les fre¬ 
quences des petites oscillations (ou librations) autour. On s’attend a priori a ce que ces petites 
oscillations aient une amplitude suffisamment faible pour etre negligeable et indetectable. Nean- 
moins, connaitre leur frequence de libration pent permettre de detecter si elles subsistent, et aussi 
d’estimer I’amplitude de reponse aux sollicitations forcees. 

On part du Hamiltonien moyenne Ri fEa l2.55]l et on introduit de nouvelles variables afin de se 
centrer sur la position d’equilibre : 


^i=cr, r]i = P-P*, 

6 = p m = R-R*, (2.62) 

?3 = C, V3 = V- 

Exprime dans ces variables, le Hamiltonien TL ne contient plus de termes lineairesH. Soit Af la 
somme des termes quadratiques, on pent ecrire : 


A^(6,6,??2, %) = n (711^1 -h 271266 + 722^1 + 733^3 + L'liVi + ‘^Ti2ViV2 + T 2 V 2 + 1^33?73) 

(2.63) 

avec 


5. Le lecteur avise aura remarque que c’etait deja le cas pour le troisieme degre de liberte, lie au mouvement 
polaire. Nous n’excluons pas que son amplitude J ait une valeur d’equilibre non nulle, mais cette quantite est en 
general negligee. De plus, en tenir compte rend les calculs bien plus complexes, done nous laissons ce probleme de 
cote dans le cadre de cette etude analytique. Neanmoins, cet effet est bien present dans les simulations numeriques 
que nous presentons au Chap|3] 
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et 


Tn 


T12 


T22 


T33 


711 

712 

722 


733 


372 (^ 1(1 + COS K*)'^ + 62 sinif*(l + cos K*) 

+63 sin^ K* + 64 sin i^*(l - cos ET*) + 65(1 - cos 

^ 72(^2 sinif*(l + cos K*) + 63 sin^ K* 

+3bismK*{l-cos K*) + - cos K*f), 

Q Q 

7 i ( 3-02 sin 2K* + 603 sin^ K*^ + 72(762 sini^*(l + cos K*) + 863 sin^ K* 
\ 8 / ^ 4 


+—64 sin K*{1 

P* 7i + 72 
2 1 - 71-72 


- cos K*) + 1265(1 - cos K*f^ 

3. , f cos{K* — I) 7 1^1 

+ 2 (^1 + ^2) ^cos( 2 (i^ 



(2.64) 

(2.65) 


( 2 . 66 ) 

(2.67) 


871 


1 

2 ~ 2 P *2 

02 sin K* 
+ — 


((oi + 2 a 3 )(l - cos K*){3cosK* - 1) 


-- „ ( 6 cos^ K* + 4cos^ K* — 5 cos K* — 2)) 

(1 + cosiir*)2 ^ V 


372 

2P*2 


(1 /o T^* 3 sinK* cos2K* 

(bi{3cosK +l)(cosi^ -1) + - 62 ——- 77 ^“ 

V 2 1+ cos K * 


( 2 . 68 ) 


+ 63(1 — cos il'*)(3cos K* — 1) H— - sin K*(l + 8 cos K* + 6 cos^ K*) + 865 '). 

O 1 _L J\ * / 


371 


oi + 203 ) (1 — 2 cos K*) + 

/ 4.cos^ K*-cosK*-2 

(2oicos4v —62 — 


2 1 + cos 

02 1 + 4 cos K* — 2 cos^ K* — 4 cos^ K* 


2p*2 

372 

2P*2V“”"™“ 2smK 

bi cos K* cos K* - 1 

+ 7r . -77:—r( 4 cosir* + 5 ) - 265 


2 sin iC*(l + cos iC*) 


— 63(2 cos if* — 1 ) 
sin^ if* 


2 sin if* cos if* + 1 


1 + cos if” 


(2.69) 


371 

2p*2 

372 

2 P *2 


\ai 

++, 

71 - 72 


+ 


02 3 cos if* — 2 cos^ if* 

2 sin^ if* 

62 2 cos^ if* — 3 cos if* — 1 


203 ^ 


sin^ if* 


, 64 1 — 3 cos if* + 2 cos^ if* , \ / „ x 

- 63 - 4-r^TTl-+ 65 ), (2.70) 


sin'^ if* 


2 1 - 7 i + 72 ' 


(2.71) 


On pent remarquer la presence de termes croises ^ 1^2 et 7 / 11/2 qu’il serait interessant d’eliminer 
pour dec oupler les 2 degres de libert e associes. Pour cela nous introduisons la untangling transfor- 
T?7.ofa'o77Fl ljHenrard fc Lemaitre . 200511 : 


^1 = xi - /3x2 7/1 = (1 - al3)yi - ay2 

^2 = axi + (1 - al3)x2 m = /3yi + y 2 (2.72) 

^3 = X3 7/3 = 7/3, 

6. En frangais on dirait qu’on diagonalise le systeme. Je remercie Philippe Robutel pour m’avoir inspire cette 
traduction. 
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en choisissant ct et /3 de fagon a ce que Af s’ecrive comme une somme de carres, c’est-a-dire : 


Mi = n {Cixl + C, 2 xl + Csa^i + V’i2/i + ^' 22/2 + ^32/1) (2-73) 

avec 


Cl = 711+ 2712®+ 722®^, 

C 2 = 7ii/3^ - 2/3(1 - 0 / 3)712 + 722(1 - q;/ 3)^, 
= /iii(l - 0/3)^+ 2/3(1 - a/3)/ii2+ /S^Ai 22 , 

ijj2 = 0^/111 — 2a/ii2 + H 22 , 

Cs = 733, 

l/'3 = /^33- 

On trouve a et /3 en resolvant les equations : 


(2.74) 

(2.75) 

(2.76) 

(2.77) 

(2.78) 

(2.79) 


712 - 7ii/3 + 7220 - 27120/3 — 7220^/3 = 0, 

^•12 ~ /^iio + /122/3 + 71 iio^/3 — 2//120/3 = 0, 

qui s’ecrivent egalement 

^ _ 712 + 722 O _ /illO — /il2 

7ll + 27120 + 7220^ ^22 + /^llO^ - 2/1120 ’ 

0 = (712/ill + 722/il2)o^ + (/ill7ll - 722/i22)a - 7l2/i22 “ 7ll/il2- 


(2.80) 

(2.81) 


(2.82) 

(2.83) 


Le systeme d’equations (|2.82ti2.83]l a 2 solutions. Le choix du couple (o, fl) determinera si les 
variables {xi,yi) representerons plutot le mouvement en longitude, ou plutot en obliquite. En 
pratique, le couplage entre ces 2 degres de liberte est faible et neglige par de nombreux auteurs, 
il existe une solution ou o est proche de 1 , ce choix permet de considerer que {xi,yi) modelise le 
mouvement en longitude. 

Ceci fait, on pent introduire, apres changement d’echelle, les variables polaires canoniques sui- 
vantes : 


xi = yJiUU* sinu 
X 2 = y/2VV* sin v 
X 3 = V^WW* sin w 



(2.84) 



(2.85) 

( 2 . 86 ) 

(2.87) 


avec : 
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ce qui permet d’ecrire le Hamiltonien quadratique Af ainsi : 


U,V,W) 

- UluU + iOyV + LOyjW 

(2.88) 

— 

2reA/V'iCi, 

(2.89) 

— 

2nv'V’2C2, 

(2.90) 

hJyj — 

2nA/V’3C3- 

(2.91) 


Les angles u, v et w sont les 3 angles des librations libres autour de Tequilibre, et U,VetW sont 
les amplitudes associees. Dans ce Hamiltonien A/ 2 , les termes d’ordre superieur ont ete negliges, ce 
qui signifie que les amplitudes sont supposees petites. On a aussi 


du 

dAf2 

(2.92) 

dt 

dU 

dv 

9 A /2 

(2.93) 

dt 

dV 

dw 

9 A 2 

(2.94) 

dt 

■ dw ~ 


les quantites u:u,v,w sont done les frequences[l| des petites librations, plus exactement ce sont les 
limites des frequences lorsque le systeme est a I’equilibre dynamique. 

En negligeant les couplages (a 1, /3 0), I’inclinaison I et I’obliquite K, on a 


■01 ~ Til 


1 

2 ’ 


Cl ~ 711 ~ I 272&1 


-A 


2 C ’ 

ce qui donne, pour la frequence des petites librations en longitude 


.. UB-A ^ ^ C 22 

ujn, ^ n\ 3—--— = Irii / 3- 


C 


(2.95) 


(2.96) 


C/{MsRl) ■ 

Cette expression est a rapproclier de celle donnee dans la litterature pour les problemes plans 
( Murray fc Dermott . 1999) : 


w,, 


B-A , , 


, B-A f 5e2 13e4 35e6\ 


C 


16 


288 


(2.97) 

(2.98) 


7. Les puristes reconnaitront la un abus de langage, les lou,v,w etant en fait des pulsations. La frequence est I’inverse 
de la periode, et differe de la pulsation d’un facteur 27r. 
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Pour le mouvement polaire, on a 


Cs 


/^33 

733 


C-B 
2B ’ 

IC-A , 3C-A 
2 A ^ 2 C 


2 




(2.99) 


ce qui donne 


CJj, 


2n\ 


IC-BC-A 


A 


B 


( 2 . 100 ) 


cette formule etant notamment presente dans (jRambaux &: WilliamsI . l201lh . L’obtention d’une 


formule analytique simple pour la frequence d’oscillation de Tobliquite ujy est plus complexe car elle 
necessiterait, par notre methode, de compare r les o rdres de grandeur du coefficient de couplage /3 
avec I’inclinaison / et I’obliquite K. Novelles ( 2010l . Eq.CG) donne : 


fsC-A 

1^2 C 


— cos 
n 



( 2 . 101 ) 


2.3.2 Les librations forcees 

Nous considerons ici que le satellite a une orbite keplerienne autour de sa planete parente. En 
consequence, le probleme est plan, et I’excentricite orbitale est une constante non nulle, en general 
comprise entre 0.001 et 0.05. 

Les librations forcees en longitude sont un mouvement oscillatoire de I’axe de plus faible inertie 
/i dans le plan orbital du satellite, dues a un forqage gravitationnel. Implicitement on designe les 
oscillations a la frequence orbitale, elles sont dues a I’excentricite de I’orbite, done aux variations 
de la distance planete-satellite, ainsi qu’a la rigidite du satellite, ou dans un cas plus general de sa 
croute. 

On distingue generalement 3 quantites (cf. Eig | 2 . 2 p : 

les librations de maree if) ■ H s’agit de I’angle entre la direction de I’axe de plus faible inertie /i 
et la direction satellite-planete. 

les librations optiques cj) : Au degre 1 en excentricite, le satellite pointe naturellement vers I’anti- 
foyer de son orbite autour de sa planete parente. Ceci est une consequence de son excentricite, 
qui induit des variations de sa vitesse orbitale instantanee. II en resulte des librations entre 
la direction instantanee planete-satellite et la stride rotation synchrone, exprimees ainsi : 

4>{t) = 2 esinnt. ( 2 . 102 ) 

Ces librations ne sont pas affectees par I’interieur du satellite. 

les librations physiques 7 : Ces librations sont definies par I’angle entre /i et la stride rotation 
synchrone. Elles sont dominees par I’influence de I’interieur, d’ou leur nom. 

Afin d’obtenir une expression analytique des librations physiques 7 , partons du Hamiltonien 
plan ('Ea J2.39)l limite au degre 2 en excentricite : 
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Planete 



Figure 2.2 - Les 3 differen ts types de libr a tion en longitude, exprimes dans un repere lie au 
satellite (figure inspiree de ( Tiscareno et al. . 2009h l. De cette figure decoule immediatement la 
relation cf) = j — ip. 


nP'^ 3n B — A 

-H2{p,P,t) = -^- —X 


(2.103) 


e / 5e^ \ 7e 17e^ 

— - cos(2p — A) + ( 1- — 1 cos(2p — 2A) + — cos(2p — 3A) H- - — cos(2p — 4A) 


avec A = nt. En exprimant I’argument resonnant a = p — X, on obtient, a partir des equations de 
Hamilton : 


3 B — A ( ( 5e^ \ \ 

a + -n^——— ( —esin(2(T + A) + 2 ( 1- — j sin2iT + 7esin(2(T — A) + 17e^ sin(2(T — 2A) 1=0. 

(2.104) 

A la resonance, a est proche de 0, on pent done developper I’equation (12. 104 1) au degre 1 en a, ce 
qui donne 

3 B — A / ( 5e^ \ \ 

a + ——— ( —Sesin A + 4 ( 1- — j ^ ~ sin2A 1=0, (2.105) 


done on deduit immediatement 
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avec 


a{t) = Acos{ujQt + a) 


2eujQ 

9 ^ 

— cJq 


sin A 


17 e^WQ 
4 4n^ — uj'q 


sin 2A, 


(2.106) 



yB-A 

UJQ 

- C • 

'2 

UJq 

2 (, 5e2 

= ^0 1-^ 


(2.107) 

(2.108) 


et on Al et a sont des constantes d’integration relatives aux librations libres. On s’attend a ce qu’elles 
soient suffisamment amorties pour que A soil negligeable. Ceci donne I’expression des librations 
physiques 


7(t) = - 


2ea;Q 

9 ^ 

— uj, 


sin A = — 


2ea;Q 

9 ^ 

— Lo, 


sin nt. 


(2.109) 


^0 n mq 

Ce calcul permet d’app rehender une methode d e calcul des librations, presentee de fagon plus 
generale par exemple dans (jComstock fc Billsl . 1200311 . Comme suggere par rEa. (l2.106|) . I’amplitude 
des librations a la frequence kn a une amplitude proportionnelle a e^, ce qui la rend en pratique 
indetectable pour A: > 2 et a la limite des possibilites des observations pour A: = 1. Quand 7 est 
mesure, alors on pent obtenir loq et done le parametre {B — A)/C, une sorte d’ellipticite equatoriale. 
On observe aussi un diviseur qui devient petit si la frequence de forgage est proche de la frequence 
des oscillations naturelles uj'q. Dans ce cas on a un phenomene de resonance qui fait radicalement 
croitre I’ampl itude de reponse du sa tellite, et qui par exemple a permis la detection des librations 
d’Epimethee ( Tiscareno et ah . 2009l l. Ceci est en fait vrai pour tout forgage externe. 


2.3.3 Les Etats de Cassini 

Les E t ats de Cassini sont les orientations possibles du moment cinetique du satellite a I’equilibre. 


Colombol ( 1966l l a montre qu’ils sont au nombre de 2 ou 4, selon la vitesse de precession du noeud 


orbital Q par rapport au moyen mouvement n. L’Etat de Cassini attendu pour la plupart des 
satellites naturels est I’Etat 1, considere comme le plus stable, mais cet etat n’existe pas pour la 


(Novelles. 

2010. Annexe B), en m’inspirant de ( 

Ward & Hamilton. 

2004) 


19871 : Id ’H oed t et Zl . 120061 1 


Ici on utilise des equations restreintes pour determiner uniquement I’orientation du moment 
cinetique. On considere que I’orbite a une inclinaison constante et precesse uniformement par rap¬ 
port au plan de reference (ei, e 2 )[l- Soit n la normale a I’orbite et s le vecteur unitaire colineaire 
au moment cinetique (s = G/G). 

On a 


ds 

dt 


a{s-n) {s X n) + Q{s X e^) 


( 2 . 110 ) 


8 . On pent ainsi considerer ce plan comme un Plan de Laplace. Cette notion sera I’objet de la Sec K-i.81 
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avec 


3 J 2 2 C 22 3 C — A 

“ ^ 2^C/{MsRl) ^ 2 ""“^ 


( 2 . 111 ) 


On a a I’equilibre ds/dt = 0 dans le repere de reference precessant defini par les vecteurs ft, 63 et 
leur produit vectoriel. La projection de I’equation (12.1101) sur la direction normale an plan (s, 63) 
donne : 


a 


sin 2e + sin (/ + e). 


On pent montrer (jWard fc Hamiltonl . l2004l l que cette equation a 4 zeros si |a/^| > 
1, done que le satellite a 4 Etats de Cassini, centre seulement 2 sinon. 


( 2 . 112 ) 

^sin2/3 / _|_ cos^/^ I 




0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200 250 300 350 400 

Obliquite e (deg) Obliquite e (deg) 


Figure 2.3 - Positions des Etats de Cassini donnes par rEa. (l2.112p en ordonnee avec a/Q = —100 
(gauche) et a/Q = —1.3 (droite) pour une inclinaison orbitale I = 0.01 rad. Les Etats de Cassini 
sont respectivement, de la gauche vers la droite : 1, 4, 3, et 2. Lorsque le rapport \a/Cl\ est important 
alors les 4 Etats de Cassini sont proches de multiples de 71/2, alors que les Etats 1, 4 et 2 ten dent 
a se confondre lorsque ce rapport devient petit. 

Pour les satellites naturels des planetes geantes, il est classique d’avoir \a/Cl » 1|, dans ce cas 
on pent obtenir la position des 4 Etats de Cassini en developpant l’Ea. (j2.112p autour des multiples 
de 7r/2 et on obtient : 


e ^ 

sin I 

a/tl + cos/ 

(Etat de Cassini 1), 

(2.113) 

e 

vr cos / 

2 sin / - a/tl 

(Etat de Cassini 2), 

(2.114) 

e ^ 

sin I 

TT H" 

a/fi - cos / 

(Etat de Cassini 3), 

(2.115) 

e ^ 

vr cos / 

2 sin/ + a/Cl 

(Etat de Cassini 4). 

(2.116) 
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2.4 Conclusion 


Ce chapitre a presente des equations Hamiltoniennes decrivant la rotation rigide d’un corps 
subissant une perturbation gravitationnelle. Le Hamiltonien fl2.34p admet pour seules autres hypo¬ 
theses que le perturbateur peut etre considere comme spherique et que son mouvement n’est pas 
influence par la rotation de notre corps. L’hypothese de la rotation synchrone avec equilibre de 
Cassini n’a ete faite que par la suite. Le Hamiltonien (I2.34|) peut done decrire la rotation de nom- 
breux corps, meme non resonnants comme Hyperion fSec J3.6p . ou pieges dans une autre resonance 
comme Mercure f Part HI]) . 

L’etude analytique de la rotation synchrone que j’ai presentee ensuite permet notamment de 
mettre en lumiere des liens entre I’interieur et des grandeurs observables, comme les librations en 
longitude et I’obliquite. A I’instant ou j’ecris ces lignes, les libratio ns out etes d etectees de fagon 
incontestee pour la Lune ( Koziell, 1967), le satellite de Mars Phobos I Burnsl. 1972ll . et le satellite de 


Satu rne Epimethee ( Tiscareno et ah . 200911 . On peut ajouter Mercure a cette liste ( Margot et al 


20^) en s’etendant a la resonance 3 :2. Des librations ont ete annoncees pour Encelade (jOiese et al 


20 111 ! mais elles sont controversies car d’amplitude comparable aux inc ertitudes. Je fais parti e 


d’une equipe qui s’apprete a annoncer la mesure de librations de Mimas (|Taieddine et al.l. l2014ll . 


L’obl iquite dan s I’Etat de Cassin i a ete mesuree au moins pour la Lune, Mercure (jMargot et al, 
2007) et Titan ( Stiles et ah . 2008; Meriggiola fc les^. I2OI2I I. 
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Chapitre 3 


Applications de la rotation rigide 

3.1 La methode generale 


J’expose ici la maniere generale dont j’ai resolu des problemes de rotation rigide des satellites 
naturels. Dans le chapitre precedent j’ai expose des aspects analytiques du probleme, mais mes 
resolutions ont ete essentiellement numeriques afin de negliger le moins d’efFets possibles. Je me 
suis notamment attache a avoir une modelisation la plus complete possible du couple gravitationnel 
de la planete sur le satellite. Ceci a necessite de connaitre precisement le mouvement orbital du 
satellite autour de la planet e, pour cela i’ai ut ilise des ephemerides orbitales. J’ai essentiellement 
utilise les ephemer i des L I .2 (iLainev et al.l.l2nnfih r )our les satellites Galileens de Jupiter, et TASS1.7 


(|Vienne fc Duriea . Il995l : iDuriez fc Viennel. 119971 1 pour les principaux satellites de Saturne. J’ai 


couple ces ephemerides aux equations differentielles de rotation pour obtenir une representation 
temporelle des observables de la rotation. 


3.1.1 Les ephemerides orbitales des satellites naturels 

II existe essentiellement 2 centres de ressources dans le monde elaborant des ephemerides orbi¬ 
tales : le Jet Propulsion Laboratory (JPL) a Pasadena, CA, qui depend de la NASA et du Californian 
Institute of Technology (CalTech), et qui a notamment pour mission de livrer des ephemerides suf- 
fisamment precises pour piloter les sondes spatiales, et I’lnstitut de Mecanique Celeste et de Calcul 
des Ephemerides (IMCCE), ou j’ai fait ma these de doctorat, et qui est en charge des ephemerides 
nationales. Les 2 entites ont des approches assez differentes; notamment le JPL tend a fournir les 
ephemerides sous une forme numerique avec une validite limitee dans le temps (quelques siecles), 
alors que I’lMCCE les delivre aussi sous forme de series sinusoidales, ajustees sur les observations, 
et extrapolables sans divergence. Ceci presente les avantages de separer les differents effets dans 
les ephemerides (I’influence de I’aplatissement de la planete, d’un autre satellite,...), ainsi que de 
pouvoir etre utilisees sur une longue duree, permettant, dans la rotation, de separer les oscillations 
dues au forqage des oscillations libres, influencees par un choix non optimal des conditions initiates. 

Les ephemerides LI.2 et TASS1.7 donnent les solutions orbitales sous la forme suivante : 
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a{t) = ao + ^ai cos (wf , 

i 

A(i) = nt + Ao + ^ Ai sin , 

i 

z{t) = '^Zi exp (z [ujfh + (/)f ^) ) , 
i 

C{t) = Ci exp (z (wf ^t + (/.f ^) ) , 

i 

avec 

z = e exp iw 
= k + ih, 

C = 7 exp zfi 
= sin - exp 
= Q + ^P, 

2 exemples sont donnes dans les Tables 13.11 et 13.21 


(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 


(3.5) 

(3.6) 


Table 3.1 - Longitude moyenne A(t) de Mimas donnee par TASS1.7, avec Aq = 0.1822485 et 
n = 2435.14429644 radians par an, I’origine des dates etant J1980. cji, (pi, (p^, <^ 1 , Aqi et pi sont des 
elements propres utilises pour decrire la dynamique orbitale des principaux satellites de Saturne. 
En particulier, wi represente la libration de la resonance Mimas-Tethys. 


N 

Amplitude 

(rad) 

Phase 

(deg) 

Frequence 
(rad /an) 

Periode 

(ans) 

Identification 

Amplitude 

(km) 

1 

0.7574073 

39.325 

0.08904538 

70.56 


140528.59 

2 

0.0124330 

117.974 

0.26713613 

23.52 

3a;i 

2306.81 

3 

0.0022664 

126.606 

10.19765304 

0.62 

(pi 

420.51 

4 

0.0010599 

267.281 

10.10860767 

0.62 

(pl - UJi 

196.65 

5 

0.0010228 

165.931 

10.28669842 

0.61 

(pl + UJi 

189.77 

6 

0.0007266 

78.649 

0.17809075 

35.28 


134.81 

7 

0.0005061 

259.757 

0.05765338 

108.98 

(p3 + 2$i + uji 

93.90 

8 

0.0003590 

196.624 

0.44522688 

14.11 

hui 

66.61 

9 

0.0002628 

3.120 

0.06492496 

96.78 

(pl + 4<hi + oji 

48.76 

10 

0.0002459 

178.892 

0.12043737 

52.17 

—(p3 — 24>i + (jJi 

45.62 

11 

0.0002237 

47.956 

10.01956229 

0.63 

(pl — 2uJi 

41.51 

12 

0.0002097 

205.255 

10.37574380 

0.61 

(pl + 2cji 

38.91 

13 

0.0001970 

255.529 

0.11316579 

55.52 

—(pl — 44>i + cji 

36.55 

14 

0.0001456 

13.921 

2428.76308172 

0.94 j 

Aqi + Pi — (pl 

27.01 

15 

0.0001276 

312.080 

5.02184135 

1.25 

-2$i - cji 

23.67 

16 

0.0001164 

210.730 

5.19993211 

1.21 

-24>i Tcji 

21.60 
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Table 3.2 ~ C,{t) de Callisto donne par LI.2, I’origine des dates etant J2000. Les modes propres 
d>i, d>2, et d>4 sont dus a I’influence de I’aplatissement de Jupiter sur la precession des noeuds de 
lo, Europe, GanymMe et Callisto (satellites J-1 a J-4), <l>o est un terme constant du a I’influence 
seculaire du Soleil, et est le forgage annuel, du au mouvement de Jupiter autour du Soleil. 


N 

Amplitude 

Phase 

(deg) 

Frequence 
(rad /an) 

Periode 

(ans) 

Identification 

Inclinaison 

(arcmin) 

1 

0.0038423 

138.277 

0 

oo 

4>o 

26.418 

2 

0.0022454 

342.180 

-0.01116251 

562.88 

<^4 

15.438 

3 

0.0002604 

11.189 

-0.04562451 

137.72 

4*3 

1.790 

4 

0.0000332 

318.588 

1.05936266 

5.93 


0.228 

5 

0.0000050 

16.323 

-0.52963339 

11.86 

-Ar;3- 

0.034 

6 

0.0000049 

240.028 

-0.20790140 

30.22 

(^2 

0.034 

7 

0.0000044 

101.323 

0.52966163 

11.86 


0.030 

8 

0.0000038 

261.084 

1.58900716 

3.95 


0.026 

9 

0.0000031 

295.132 

1.07065919 

5.87 

2A^ — ^4 + $0 

0.021 


Ces solutions orbitales permettent d’exprimer les quantites x/, y/ et coordonnees du vecteur 
unitaire pointant vers la planete dans le repere inertiel. 


3.1.2 Une resolution numerique du probleme 

Apres une evaluation numerique des quantites donnees par I’etude analytique que j ’ai presentee 
dans le Chapitre precedent, en particulier I’obliquite d’equilibre, I’amplitude des librations for- 
cees, et les periodes des oscillations libres a;„, et j’integre numeriquement les equations de 
la dynamique de ro tation (|2.38p a I’aide de I’integrateur d’Adams-Bashfortli-Moulton d’ordre 10 


(jHairer et al.l . Il993l l. Get integrateur est en fait compose d’un predicteur d’ordre 10, dit d’Adams- 


Bashforth, et d’un correcteur d’ordre 11, dit d’Adams-Moulton. Ces integrateurs reposent sur les 
schemas d’Adams, qui consistent a calculer la valeur Xn+i de la fonction x au temps tn+i a partir 
de sa valeur au temps tn et d’evaluations de sa derivee /, donnee par I’equation differentielle 
ordinaire utilisee. On pose 


rtn+i 

Xn+i-Xn = / /(r,x(r))(iT 

J tn 

k 

= hJ2l3ifn+i-k+i, (3.7) 

i=0 

avec = 1) ou les fn+i-k+i sont des evaluations anterieures de la fonction de force /. A 

I’ordre 10, le predicteur d’Adams-Bashforth est le schema implicite suivant : 

Xn+i =xn + —J—(30277247/„ - 104995189/„_i + 265932680/„_2 
7257 d00 

-454661776/„_3 + 538363838/^-4 - 444772162/„_5 + 252618224/„_6 
-94307320/n_7 + 20884811/n_8 - 2082753/n_9) + 0(/i^°), 
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et le correcteur d’Adams-Moulton est le schema explicite suivant : 


Xn+i = xn+ 479001600 (134211265/^+1 + 656185652/„ - 890175549/„_i 
-hl446205080/„_2 - 1823311566/n-3 -h 1710774528/„_4 - 1170597042/„_5 
-h567450984/„_6 - 184776195/„_7 -h 36284876/n_8 - 3250433/„_9) -h 


Par schema implicite il faut comprendre que revaluation de Xn+i par le predicteur d’Adams- 
Bashforth n’utilise pas la valeur de la derivee en tn+ij on est done dans une logique d’extrapolation, 
tandis que le correcteur d’Adams-Moulton utilise cette valeur, elle-meme evaluee a I’aide de la valeur 
predite de x^+i, ce schema explicite realise done une interpolation polynomiale de la derivee /. Si 
le correcteur est inconditionnellement stable, le predicteur d’Adams-Bashforth fEa J3.8p est, lui, 
conditionnellement stable, ce qui signifie qu’un choix d’un pas de temps trop grand pent le faire 
diverger. En pratique, un pas egal a 1/80 de la periode de rotation du corps considere est un bon 
choix. 

Le choix des conditions initiates doit se faire de faqon a ce qu’au temps initial de la simulation, 
le systeme soit dans I’etat qu’on veut simuler, en general la rotation synchrone et I’Etat de Cassini 1 
pour les satellites naturels. En general on obtient cet etat avec une bonne approximation en posant, 
au temps initial, P = l,p = \ R = l — cos / et r = —Dans ce cas la trajectoire oscille autour de 
I’equilibre avec une relativement faible amplitude d’oscillations libres. Cet etat pent etre optimise 
par iterations apres identiheation, par analyse en frequences, de ces o scillations. Un algor ithme 
adapte, NAEEO, mis au point avec Nicolas Delsate et Timoteo Carletti ( Novelles et ah . 20 xxI L fera 
I’objet du Chauitre fTIIl 

Une fois cette trajectoire optimisee connue, les solutions du probleme sont exprimees sous forme 
d’une decomposition quasi-periodique. 


3.2 Titan 


Ma premiere etude de la rotation rigide a concerne Titan ( Novelles et ah . 2008 : Novellesl . 2008). 
Cette etude a en fait eu lieu en 2006-2007, a I’epoque nous ne disposions que de peu de donnees 
sur ce satellite. Cassini avait effectue un survol dedie a la gravitation. Til, le 27 fevrier 2006, qui 
avail donne les valeurs suivantes : 


J 2 = (3.15 ± 0.32) X 10■^ (3.10) 

C 22 = (1.1235 ± 0.0061) X 10“^ (3.11) 

Des premieres observations de la rotation par Cassini avaient ete effectuees mais non encore 
publiees, elles suggeraient une rotation legerement super-synchrone ainsi qu’une obliquite signihea- 
tive. Ces resultats ont ete publics presque simultanement a mon etude, je n’ai done pas pu en tenir 
compte. Depuis, la rotation super-synchrone a ete denoncee mais I’obliquite a ete conhrmee. Quant 
au champ de gravite, 2 methodes de reduction des observations ont permis d’obtenir 2 solutions 
signiheativement differentes. Toutes ces donnees seront discutees dans le Chapitre El notamment 
personne n’a reussi, a ce jour, a expliquer I’obliquite de Titan sans prendre en compte un ocean 
global. 
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L’etude que j’ai conduite a I’epoque doit done etre consideree pour les methodes presentees, 
mais pas pour les resultats sur la rotation de Titan. 

3.2.1 Rotation rigide 

Cette etude consistait essentiellement en des essais analytiques et numeriques pour differentes 
valeurs du moment d’inertie polaire C, les coefficients J2 et C 22 etant consideres comme connus 
fEolXTUlfclXm). 


Table 3.3 - Frequences propres des petites oscillations autour de Tequilibre, pour un Titan rigide. 


Modes propres 

C = 0.31Msii^ 

C = O.SbMsRi 


Frequence 

Periode 

Frequence 

Periode 


(rad/an) 

(ans) 

(rad/an) 

(ans) 

u 

2.999838 

2.094508 

2.822839 

2.225839 

V 

3.754149 X 10"2 

167.366424 

3.324655 x lO-^ 

188.987571 

w 

2.049150 X 10-2 

306.623991 

1.814709 X 10-2 

346.236493 


Table 3.4 - Modes propres presents dans le mouvement orbital de Titan autour de Saturne. Ces 
modes se retrouvent dans les variables de rotation et constituent le mouvement force de I’equilibre 
dynamique. Les Aj representent le mouvement orbital des corps consideres autour de Saturne, 
le mouvement de leur pericentre, lie a I’excentricite e*, et celui de leur noeud ascendant, lie a 
I’inclinaison Jj. _ 


Modes propres 
orbitaux 

Frequence 

(rad/an) 

Periode 

Cause 

A 5 

508.009320 

4.52 j 

Rhea 

Ae 

143.924047 

15.95 j 

Titan 

As 

28.928522 

79.33 j 

Japet 

4>b 

0.175549 

35.79 a 

es 

^5 

-0.175468 

35.81 a 

h 

4>& 

0.008934 

703.30 a 

66 

4>6 

-0.008931 

703.51 a 

h 

4>s 

0.001975 

3181.86 a 

68 

4>8 

-0.001926 

3263.07 a 

h 

Ag 

0.213299 

29.46 a 

Soleil 


La Table 13.31 donne des exemples des frequences propres d’oscillation autour de I’equilibre. II 
est interessant de comparer ces frequences entre elles, et avec les frequences du mouvement orbital, 
egalement presentes dans la dynamique de rotation. Lorsque le systeme est a I’equilibre strict, alors 
les amplitudes associees aux modes propres du mouvement de rotation fTab l3.3Tl sont nulles tandis 
que celles dues au mouvement orbital sont en premiere approximation independantes des conditions 
initiates. On constate plusieurs ectielles de temps dans la dynamique, notamment les perturbations 
sur la longitude moyenne ont une periode bien plus courte que celles sur les noeuds et pericentres, 
et aussi que les oscillations libres (Tab J3.3p . Ceci a pour consequence que les librations forcees 
representent un mouvement rapide, alors que les variations de I’obliquite sont bien plus lentes. 













42 


CHAPITRE 3. APPLICATIONS DE LA ROTATION RIGIDE 


Le mouvement polaire a en general une amplitude negligeable, la Tab ld.5l donne sa decomposition 
quasi-periodique. 


Table 3.5 - Decomposition quasi-periodique de la variable complexe pour C = V 

et W sont lies aux oscillations libres, leurs amplitudes ne sont done dues qu’au clioix des conditions 
initiates. Seuls les termes 3 et 4 restent lorsque Titan est reellement dans I’Etat de Cassini 1. 


N 

Amplitude 

(xlO-^) 

Periode 

(ans) 

Identification 

Cause 

1 

9.123917 

306.336 

w 


2 

6.016886 

-306.336 

—w 

Vw 

3 

5.730335 

351.703 

— <^6 

eeh 

4 

3.832129 

-351.703 

4>6 - (/>6 

eeh 

5 

0.636430 

135.274 

U - 4>6 

Wh 

6 

0.383955 

-135.274 

4>6 - u 

Wh 


On constate que la periode du forgage, 351.703 ans, est proclie de celle des oscillations libres, 
306.336 ans. En faisant varier le moment d’inertie polaire C, cette periode propre pent devenir tres 
proclie de celle de forgage et pent induire un phenomene resonnant on quasi-resonnant, rendant 
significatif le mouvement polaire. 

3.2.2 Un mouvement polaire resonnant 

La Figure [XT] montre le comportement que peut avoir I’amplitude du mouvement polaire J au 
cours du temps, en function du moment d’inertie polaire C. On voit bien notamment que cette 
amplitude peut depasser le degre (figure de droite). 



C = QAlMsRl C = 0.35M5i?| 

Figure 3.1 - Comportement quasi-resonnant du mouvement polaire de Titan. 


Pour representer cette dynamique, il faut ecrire I’excentricite et I’inclinaison de Titan ainsi : 


z{t) = eicos(()6, 

C(t) = rocos4>o-|-ricos4>6, 


(3.12) 

(3.13) 
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ou <^0 est un terme constant. Lorsque le systeme est strictement dans cette resonance, d’argument 
w + — (j)Q, le mouvement polaire a une amplitude forcee non nulle, que j’ai cherchee a exprimer. 

Pour cela, je suis parti du Hamiltonien quadratique avec perturbation 


IC{u,v,w,U,V,W,t) = Af{-,-,-,U,V,W) +V{u,v,w,U,V,W,t) 

= u)uU + ujyV + uj^W +'P{u,v,w,U,V,W,t), (3-14) 

et j’ai effectue un changement de variable pour exprimer I’argument resonnant 6 : 

u U 

V V (3.15) 

0 = u; + $6 - 06 e = W. 

06 et 4>6 sont ici des fonctions lineaires du temps, ce changement de variable implique done d’ajouter 
la quantite ~ an nouveau Hamiltonien T, qui devient : 

T = (jJuU + ojyV + (wu, + $6 ~ + ^2. (3.16) 

En considerant que 9 est le seul angle lent dans le modele, on obtient, apres moyennisation : 

T = -ipe + fie^+ eVm cos 9, (3.17) 

avec 

0 = Wg + 4>6 - (^6, (3.18) 

/i = (7i(l20fi*^rg - 12R*^W*^ + 48rgP*^lE*^ 

+ 96rlR*‘^W*‘^ - 228R*P*Tl + 48W*^R*P* - 21W*'^R*^ (3.19) 

+ + 168W*'^tIr*'^ - 3A8W*^tIr*P* + 24:R*P* 

- 192R*tIp*W*‘^ - 157?*^ - 2AW*^P*‘^ + 48rgP*^ + 24:R*P*W*‘^ - 8P*‘^W*‘^ 

+ 1^2^ - ^ ( - 96roiE*^P*^ + 84P*roiH*^P* 

- 48roP*^ + 48roP*P*lE*^ + 60P*PTo - 48roP*^VP*2)) 

+ 72 ( - 120R*‘^Tl + 2R*‘^W*‘^ - 16TIP*‘^W*'^ - 16TIR*‘^W*'^ 

+ 228P*P*rg + 48R*P*W*'^ - 21R*‘^W*‘^ + 96P*‘^W*'^tI + 168R*'^W*'^tI - 348R*P*W*'^tI 

- 24R*P* + 49R*P*TlW*‘^ + 15^*^ - 2AW*^P*‘^ - 48r§P*^ - 8R*P*W*‘^ + 8P*‘^W*'^ 

+ ( 2 ^ - ^ ( - 96rolE*^P*^ + 84P*rolE*^P* 

+ 48roP*^ - 8P*roP*lE*^ - 60P*P*ro + 16roP*^iE*2))^, 
et 
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8VW^P*I ^ ^ 

+ (^P*^JR*{2P* - R*)^ (^2iro + 69ToW* - 60W*To^ - 12To^^^ 

+ 72 (-8P*^ - 46R*P*W* - AR*^ + 16P*'^W* + UR*P* + 20R*^W* (3.20) 

+ (^P*^R*{2P* -R*)^ (^-21To + 69ToW* - 60W^To|J + 12ro|^))) , 


ou ei = 0.0289265, Fq = 5.6024 x lO""^ et Fi = 2.7899 x lO""^. 5s est un terme correctif qui tient 
compte de Faplatissement de Saturne, R* et P* « 1 sont les valeurs de P et P a Fequilibre, et W* 
la constante donnee par rEa. (l2.87p . 

Le Hamiltonien (j3.17p est celui du Second Modele Fondamental de la Resonance ( Henrard &: Lemaitrel . 

1/3 


1983). II a 2 equilibres si la quantite — 1 — sign{'il’fi) 


est positive, ces equilibres sont 


les racines de I’equation cubique — 3{5 + \)x — 2 = 0 avec x = 
racines est positive, il s’agit de I’equilibre stable de la resonance. 
En utilisant les relations 


2fi 


1/3 


\/20. Fine seule de 


ces 


f + r]'^ = dsin^^, (3.21) 

(cos^ {uj^t + ojo) + W*^ sin^ (co^^t + wq)) , (3.22) 

on FFo est la valeur de FF = 0 a I’equilibre de la resonance, on a le mouvement polaire moyen 
< J > : 


7 1 

< J >= — / arcsin 
vr do 



(3.23) 


Table 3.6 - Valeurs de I’equilibre resonnant. FFo correspond a la valeur d’equilibre de 0 = W, et 
1’amplitude moyenne du mouvement polaire < J > est donnee par l’EqJ3.23[ _ 



<5 

Wo 

< J > 


0.34 

5349.4 

(pas de solution reelle) 

0.35 

1909.6 

0.342 

80.368° 

0.355 

189.69 

0.108 

40.702° 

0.3555 

17.705 

0.034 

22.337° 

0.355551 

0.1616 

0.010 

12.034° 

0.35555146967191 

1.6 X 10"^° 

0.009 

11.413° 

0.35555146967192 

-3.3 X 10“^ 

(pas de resonance) 


Les valeurs de I’equilibre resonnant sont donnees dans la Tab l3.6[ Ces chiffres sont a prendre 
avec precaution pour au moins 3 raisons : 
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- ils supposent que Titan est rigide, 

- ils indiquent que la resonance existe, mais pas que le systeme s’y trouve effectivement, 

- ils ne rendent pas compte du comportement de Titan lorsqu’il se trouve proclie de la resonance. 
Dans ce cas, plus probable que le cas strictement resonnant, on pent avoir un comportement 
oil le mouvement polaire est amplifie (cf.FigJST]). 


3.2.3 L’influence du mouvement polaire sur la dissipation de maree 


Les effets de maree entre un satellite et sa planete parente creent un bourrelet de maree sur 
chacun de ces corps, dont I’alignement avec la direction instantanee planete-satellite presente un 
temps de retard. Ce desaxage induit un couple de rappel qui se traduira par une dissipation. Le 
calcul de la dissipation moyenne doit tenir compte de la rotation synchrone du satellite, qui presente 
des variations oscillantes dues a I’excentricite de son orbite, elle-meme responsable de variations de 
la v itesse du satellite. Dans ce cas, la formul e classique de dissipation d’energie E dans le satellite 


ia V itesse au satellite, uans ce cas, la lormui e ciassiaue ue ( 
est ( Peale fc Cassen . 1978 : Peale et al. . 19791 : Peak . fl9^ : 


dE 21 kg QMpnR^gC^ 
~dt ~ a6 ' 


(3.24) 


oil kg est le nombre de Love du champ de gravite, Qg la fonction de dissipation du satellite, et 
/ > 1 un facteur qui permet de tenir compte d’un interieur en partie visqueux. Dans cette formule, 
il est suppose que les librations du satelli t e sont les librations optiques d’amplitude 2e, et que le 
mouvement est strictement plan. Wisdom ( 200411 propose une extension de cette formule qui tient 
compte de librations forcees, de librations dues a une resonance secondaire, et de I’obliquite, a 
partir d’un raisonnement base sur I’orientation spatiale du bulbe de maree : 


dt 


kg GMpnRg fd 

'Qs a® 




(3.25) 


oil E est I’amplitude de la libration forcee, S est un terme supplementaire de libration, correspon- 
dant a une eventuelle resonance secondaire dans la libration en longitude, et e est I’obliquite du 
satellite. Avec e = F = S' = 0, on retrouve la formule de Peale &: Cassen fEa l3.24() . 

J’etends id ce raisonnement pour tenir compte du mouvement polaire. Soit Up le potentiel du 
aux marees. La dissipation d’energie au sein du satellite s’obtient par integration sur son volume 
V : 


^ = - JJJ pv ■ grad(f7T) dV, (3.26) 

V 

ou p est la densite d’un element de volume dV de vitesse v. Si le satellite est incompressible et de 
densite constante, alors on a 

- -JJJ div {Upv) dV, (3.27) 

V 

= -pjjUpv-ndS, (3.28) 

5 


dE 

dt 
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d’apres le theoreme de Green-Ostrogradski, ou theoreme de flux-divergence, S etant la surface du 
satellite. La hauteur de maree a un point donne de la surface peut s’exprimer ainsi : 


Ar =- -UL, 

9 


(3.29) 


ou est le potentiel de maree avec un retard temporel du au temps de reponse du materiau a 
I’excitation de maree. hg est le nombre de Love lie au deplacement, et g I’acceleration locale de la 
gravite. Ceci donne : 


dt 


phs 

9 




dU^ 

dt 


dS, 


I’element de surface dS correspondant a la sphere de rayon unitaire. 

Le potentiel de maree a un point donne du satellite s’exprime par : 


(3.30) 


Ut = Pi{cosa) (3.31) 

QMpRj^ D ^ ^ !o 

Ri-g—L2(cosa), (3.32) 

ou a est Tangle entre la direction planete-satellite et satellite-point ou le potentiel est evalue. Pi sont 
les polynomes de Legendre, on a notamment P 2 {x) = (3x^ — l)/2. r est la distance satellite-planete, 
et R la distance entre le centre du satellite et le point d’evaluation. On a 

cos a = ——, (3.33) 

rR 

ou d et s sont, respectivement, la position de la planete et celle de Telement de surface considere 
par rapport au centre du satellite. Les coordonnees cartesiennes d’un element du satellite dans le 
lepeie de figure (/i, /2, /s) sont : 


So = i? (sin 9 cos A, sin 6 sin A, cos 9) , (3.34) 

ou A est la longitude planetocentrique, et 9 la colatitude. On a (cf. Ea J2.35p 

s = R:i{-l)Ri{-J)R‘i{- 9 )Ri{-K)Rz{-h)s^. (3.35) 

Mon but n’etant d’avoir que la contribution du mouvement polaire J, j’ai pose iL = 0, h = 0, 
I = —wt et g = (n P w)t. Avec nos conventions, nous avons 

d = r (cos /, — sin /, 0), (3.36) 

ou / est I’anomalie vraie. Au degre 1 en excentricite, on a 

r~^ = (1 -T ecos nt), (3.37) 

cos / = cos nt + e (cos 2nt — 1) , (3.38) 

sin/ = sinnt -T esin2nt, (3.39) 








3.3. CALLISTO 


47 


ce qui donne finalement d5 : 


(i5 = sin 0 d0 dA. (3.40) 

J’obtiens ainsi 


dE 3/isA ^GMpnRg f 21 2 , ^ j2 f A 

HI ~ H 2° V n ) ) ’ 

oil A est le retard temporel du bulbe de maree. Avec ks = 3hs/5 et A = —l/Qg, on obtient 


(3.41) 


dE ks GMpnRs / 21 2 3 2 

H ^ 'Qs^ Y l^Y^ ^ 


ce qui permet de completer la formule de IWisdoml (j2^^4^ 


n + w 


n 



(3.42) 


dt 


ks GMpnRg 2 


— f 
Q ^ 





(3.43) 


II est en general considere que la principale source de dissipation est I’excentricite. En realite, 
I’excentricite est en souvent le seul parametre connu avec precision, notamment I’obliquite des 
satellites naturels n’est en general pas connue. On pent remarquer la presence du terme n + w 
dans la contribution du mouvement polaire, ce qui signifie que dans un modele de dissipation 
physiquement realiste ou Qs depend de la frequence d’excitation de maree, alors une function de 
dissipation differente doit etre consideree pour la contribuion du mouvement polaire. 


Ce plienomene de composition de vitesses mis en valeur par cette etude des marees suggere que si 
Titan a un mouvement polaire significatif mais qu’il est a priori neglige au moment d’observer sa ro¬ 
tation, alors il pent laisser I’impression que la rotation de Titan es t legerement super -synchrone... et 


c’est iustement ce que I’equipe RADAR de Cassini a annonce ( 

Stiles et ah. 

20081. Apres une re- 

vision a la baisse de cette super-synchronicite ( 
que la rotation de Titan est en fait synchrone ( 

Stiles et ah. 2010 

1, les dernie 

res mesures suggerent 

Meriggiola & less 

201 2IL 


3.3 Callisto 


J’ai eu la curiosite de faire tourner mon code de rotation rigide pou r le satellite de Jupiter 


Callisto. J’ai pour cela utilise les ephemerides LI.2 (ILainev e t al.l. 12 00611. ai nsi que le champ de 


gravite suggere par les observations de la sonde Galileo (jAnderson et al.l . I2OOII . Tab J3.7l) . Les modes 
propres de la dynamique sont donnes dans la Tab J3.8l et les solutions de la rotation sont tracees 
dans la Fig J3.2l 


3.3.1 Un comportement surprenant 
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Table 3.7 - Co e fficien ts du champ de gravite de Callisto obtenus a partir des survols de Galileo 
( Anderson et all l200lh . La precision des mesures n’a pas permis de mesurer independamment 
J2 et C 22 , ils ont done ete consideres lies par la relation decoulant de I’equilibre hydrostatique 
J2 = 10(722/3. De ces resultats ainsi que de la forme de Callisto observee, un moment d’inertie 
polaire C a ete deduit._ 


Parametre 

Valeur 

Reference 

GMp 

1.26712767 x 10« km^.s"^ 

Pioneer & Vovaeer ('Campbell & Svnnott. 19851 

GMs 

7179.292 km3.s-2 

Galileo ('Anderson et ah. 20011 

J 2 

3.27 X lO-'^ 

Galileo ('Anderson et ah. 20011 

C 22 

1.02 X lO-*^ 

Galileo lAnderson et ah. 20011 

C 

0.3549Msi?| 

Anderson et al. ('20011 


Table 3.8 ~ Les modes propres de la rotation de Callisto. Ils viennent tons de son mouvement 
orbital, sauf les 3 derniers qui sont les oscillations libres du mouvement de rotation ('Ea J2.80l 
I2.91|) . La resonance laplacienne est la resonance de moyen mouvement lo-Europe-Ganymede, les 
modes propres v el p ne sont pas lineairement independants des autres, ils correspondent a des 
quasi-resonances, et ont done des effets dynamiques significatifs. u est une consequence de la reso- 
nance laplac i enne, tandis que p e st lie a I’ i negal i te de De Haerdtl 3 : 7 ent re Ganymede et Callisto 
( De Haerdtl . 1892 : Lieske . 19731 : Novellesl . 20051 : Novelles k, Vienne . 2007). et R designent res- 
pectivement I’excentricite et I’inclinaison du satellite J-i. 


Mode 

Frequence 

Periode 

Cause 

propre 

(rad.an“^) 



Al 

1297.20447253 

1.769 j 

J-1 lo 

A2 

646.24512024 

3.551 j 

J-2 Europe 

A3 

320.76544409 

7.154 j 

J-3 Ganymede 

A4 

137.51159676 

16.689 j 

J-4 Callisto 

A<i 

0.52967961 

11.863 a 

Soleil 

T 

1.1142494 

5.639 a 

Resonance laplacienne 

u 

4.7142321 

1.333 a 

Al — 2X2 

p 

-0.2848446 

22.058 a 

3A3 - 7A4 

01 

0.9731185 

6.457 a 

ei 

02 

0.2476298 

25.373 a 

62 

03 

0.0464869 

135.160 a 

63 

(t>A 

0.0117118 

536.484 a 

64 


-0.8455888 

7.431 a 

h 

4>2 

-0.2079026 

30.222 a 

h 

(^3 

-0.0456245 

137.715 a 

h 

<^4 

-0.0111625 

562.883 a 

h 

4 >o 

0.0000000 

00 


u 

2.5535931 

2.461 a 

y/U 

V 

0.0308604 

203.600 a 

W 

w 

0.0198050 

317.253 a 

Vw 



































r (deg) J (arcsec) a (arcmin) 
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Figure 3.2 - Simulations numeriques de la rotation de Callisto. L’origine des temps est J1950 
JD 2433282.5. 
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Un resultat interpelant est le comportement du noeud de la rotation r, a priori suppose se 
comporter comme le noeud orbital ascendant O, selon la Troisieme Loi de Cassini. Ll oscille avec 
une amplitude d’environ 40° autour de la valeur moyenne ~ 140° (en fait 138.277°), alors que le 
noeud r = —h precesse, mais de fagon non uniforme, comme si son comportement etait chaotique. 

16931 : Colombol. 1966 1 dit que I’axe de rotation0 


En fait, la Troisieme Loi de Cassini (Cassini 


d’un corps dans un Etat de Cassini, la normale a son orbite, et la normale an plan de reference sont 
coplanaires. Le probleme est la definition du plan de reference. On adopte en general un plan dit de 
Laplace, qu’on ne definit pas toujours. La Eig J3. 21 utilise le plan de reference des ephemerides LI.2, 
c’est-a-dire le plan equatorial de Jupiter a la date J2000. Le comportement en apparence chaotique 
du noeud r est en fait du au choix de ce repere de reference, mal adapte a la representation du 
mouvement de rotation. 


3.3.2 La problematique du Plan de Laplace 

Le Plan de Laplace est, par definition, le plan qui, choisi comme reference, va minimiser les 
variations de I’inclinaison orbitale d’un corps considere. L’idee qui rend populaire son utilisation 
est que I’obliquite qui en resulte a directement un sens physique, c’est-a-dire que sa valeur est 
dominee par la reponse de I’interieur du corps considere, alors que pour un plan de reference ar- 
bitraire, I’obliquite serait dominee par un effet geometrique, signature de I’inclinaison de ce plan 
par rapport a I’orbi t e moy enne. Dans le contexte de la determination de I’obliquite de Mercure, 
Yseboodt &: Margotl ((20061) proposent 3 methodes non rigoureusement equivalentes pour le deter¬ 
miner, une basee sur une theorie seculaire, une sur un ajustement numerique sur les ephemerides, 
et une sur une determination analytique du pole de Laplace, a partir de vale urs d’inclinaison et de 
noeud orbital ainsi que de leurs derivees. J’ai ici utilise la theorie seculaire de ((Yseboodt fc Margotl . 
2006( 1 pour determiner un Plan de Laplace pour Callisto. 

L’equation de Laplace-Lagrange regissant la precession du noeud orbital ascendant D sous I’effet 
de I’aplatissement de Jupiter et de Taction gravitationnelle des autres satellites Galileens ua 
et du Soleil s’ecrit : 


dO 

= CJJ4 -|- a;i4 -|- UJ24: + W 34 -|- 

avec 


(3.44) 


0JJ4 


(jJi4 


^#4 



1 GMj ttj ( 1 ) 

4 QMp 04 1^4/ ’ 

I GM^ n) 

4 QMp V fl4 / \ 04 / ’ 


(3.45) 

(3.46) 

(3.47) 


ou ici J 2 = 1.4736 x 10 ^ (|CamDbell &: Svnnottl. (1985( 1 est celui de Jupiter, 714 est la frequence 
orbitale de Callisto, Mj est la masse du satellite i, celle du Soleil, Oj et a:^. les demi-grands 


1. II y a ici ambiguite avec le moment cinetique, le mouvement polaire etant neglige. 
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axes des satellites et du Soleil en orbite autour de Jupiter d, et un coefficient de Laplace classique 

I-1 I-1 

defini par (jBrouwer fc Clemencd . 119601 1 : 


= - 


r2Tr 


cos(jV’) 


IT Jo (1 — 2acos V’+ 


da. 


(3.48) 


Appelons pk = sin sin et = sin cos Ufc pour les satellites 1 a 5 (le ci nquieme etant le So 


leilL et po et qo ces memes quantites pour I’orientation du Plan de Laplace. On a (jYseboodt fc Margot 

20061 1 : 


PlUii + P2CU24 + P3^34 + P4CUJ4 + 

0Ji4^ + ijj2i + CU 34 + a;j4 + 
giCUl4 + 92^24 + g3^34 + + g5^rli-4 

a;i4 + UJ2A + CU34 + a;j4 + 


(3.49) 

(3.50) 


et la decomposition quasi-periodique du resultat est donnee dans la Table ESI H s’agit du Plan de 
Laplace instantane, dont I’orientation depend du temps. Une faqon directe d’obtenir un plan de 
reference a partir de ce resultat est d’en prendre la partie constante. 


Table 3.9 ~ Decomposition quasi-periodique de I’orientation du Plan de Laplace instantane de 
Callisto qo + ipQ. On obtient I’orientation du Plan de Laplace seculaire en conservant la premiere 
ligne, correspondant a la partie constante. L’origine des dates est J2000. _ 


N 

Amplitude 

(deg) 

Amplitude 

Frequence 

(rad/an) 

Phase 

(deg) 

Periode 

(an) 

Identification 

1 

0.234718 

14.083 arcmin 

0 

138.277 

00 

4>o 

2 

0.128245 

7.695 arcmin 

-0.0111625 

-17.821 

562.8834 

<^4 

3 

0.083042 

4.983 arcmin 

-0.0456245 

-168.810 

137.7152 

(^3 

4 

0.010548 

37.972 arcsec 

-0.2079027 

60.029 

30.2218 

4>2 

5 

0.002558 

9.208 arcsec 

1.0593612 

-41.412 

5.9311 


6 

0.000817 

2.940 arcsec 

-0.8455888 

160.220 

-7.4305 

$1 

7 

0.000392 

1.413 arcsec 

-0.5296331 

16.320 

-11.8633 


8 

0.000336 

1.208 arcsec 

0.5296621 

101.254 

11.8626 

A<3- 

9 

0.000291 

1.047 arcsec 

1.5890069 

-98.914 

3.9542 

3A* 


La Table [XTUl donne le Plan de Laplace seculaire des 4 satellites Galileens. On remarque que 
son inclinaison augmente a mesure qu’on s’eloigne de la planete. En fait, I’orientation du Plan de 
Laplace resulte essentiellement d’un equilibre entre la contribution de I’aplatissement de la planete 
et la perturbation gravitationnelle du Soleil. Si le satellite est proclie de sa planete alors le Plan de 
Laplace sera proclie du plan equatorial de celle-ci, alors que s’il est loin son inclinaison sera proche 
de celle du Soleil par rapport a I’equateur de la planete. 

Calculer I’orientation du Plan de Laplace est en pratique relativement difficile, aussi j’ai cherche 
une maniere plus directe de determiner un plan de reference acceptable. 

2. Dire que le Soleil tourne autour de Jupiter est simplement une representation non conventionnelle du mouvement 
de Jupiter autour du Soleil. 
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Table 3.10 ~ Le Plan de Laplace seculaire des 4 satellites Galileens de Jupiter, obtenu a I’aide des 
formules (j3.49l) &: (j3.50l) . 


Satellite 

Amplitude 

(deg) 

Phase 

(deg) 

J-1 lo 

3.41 X 10“^ 

138.333 

J-2 Europe 

2.93 X 10-2 

138.281 

J-3 GanymMe 

0.121 

138.277 

J-4 Callisto 

0.235 

138.277 


3.3.3 Ma proposition de plan de reference acceptable 


L’Union Astronomique Internationale donne I’orientation du Pole Nord de rotation des corps 
en fonction du temps sous la forme d’une serie h ybride compose e d’un polynome et de termes 
sinusoidaux (cf. e.g. les recommandations de 2009 (jArchinal et al.l . l201lhL Ces r ecom mandations 


sont donnees dans I’International Celestial Reference Frame (ICRF) (jMa et al.l . ll998l L lui-meme 


proche du repere des axes principaux d’inertie de la Terre a J2000. Ce repere a I’avantage d’avoir 
une definition tres robuste, condition indispensable pour un repere de reference, mais son manque de 
lien avec la dynamique du corps considere fait que le resultat est domine par un effet geometrique. 
La physique liee a la reponse de I’interieur dans I’obliquite n’est done pas directement accessible. 

La Fig l3.2l montre une evolution irreguliere du noeud de la rotation, rendant impossible une 
representation sous forme de serie composee d’un polynome et de termes oscillants. Pour comprendre 
ce qui se passe, il faut exprimer les variables d’inclinaison orbitale en fonction du temps, i.e. 


((t) ^ 0.0038423 exp z4>o + 0.0022454exp z$ 4 . 


(3.51) 


d’apres (|Lainev et all . l2006l i et la Tab J3.2l On constate que les amplitudes associees an terme 


constant et an terme oscillant sont du meme ordre de grandeur, alors que dans la logique d’une 
representation basee sur la Plan de Laplace, le terme oscillant aurait une amplitude largement 
dominante. 

J’ai calcul e la variable de rotation R = P(1 — cos K) a I’aide d’une theorie des perturbations 
( Denrit . 1969h . Pour cela, , ’ai considere que Callisto etait sur une orbite circulaire, que son incli- 
naison etait regie par la formule (I3.5ip ou est constant et 4>4 depend lineairement du temps, et 
que le mouvement polaire etait nul. De faqon similaire au Chapitre[21 le Hamiltonien R{p, r, P, R, t) 
devient /C(u, v, U, V, t) : 


}C{u, V, U, V, t) = uiuU + uiyV + V{u, V, [/, V, t), (3.52) 

ou Uu et LOj, sont les frequences des petites oscillations autour de I’equilibre (cf.TabESI)- On a besoin, 
pour exprimer R, du generateur du premier ordre >Vi, solution de moyenne nulle de I’equation 
homologique : 


dWi , 

- r iOy 

OU 


dWi , awi , ^ awi ^ 

+ n4— -h 4>4^:r^ = V. 


dv 


OXa 


d^A 


(3.53) 


On pent exprimer R comme fonction des variables canoniques en inversant les expressions de u, v, 
U, V fEa l2.84(l . i.e. R = f{u,v, U, W), et on obtient finalement R dependant du temps par : 
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R = R* + {f{u,v,U,V))\u=oy=o 

dfdWi dfdWi dfdWi df dWi 

dudU dv dV dU du dV dv ' ^ ’ 

on R* = P*{1 — cos K*) est donne par le systeme d’equations il2.58p - (l2.59p . et (;) est le crochet de 
Poisson. Tous calculs faits, on obtient numeriquement 


R{t) = 

2.95297 X 10"^ 


+ 

5.40736 X 10“^cos(4>4 -4>o) 


- 

3.87221 X 10"^cos(4>4 - 2 A 4 -f 4>o) 


+ 

2.56663 X 10“^cos(24>4 - 24>o), 

(3.55) 


ce qui est incompatible avec la definition de i? = P{1 — cos K) qui suggere une quantite toujours 
positive. En ecrivant 


at) 

m 

on obtient, apres calculs : 


r0 exp + Pi exp z<^4, 
Aq + Ai cos (^>4 - ^>o) , 


(3.56) 

(3.57) 


^0 = 2TI (3.58) 

= 6 rori |^^^'^^^| ( 7 i + 72) ^^^4(271 + 72) ^ (^) ) ~ 

et pour avoir une variable R toujours positive alors on doit avoir Ai < Aq, ce qui n’est pas le cas 
ici. A I’instar des librations forcees en longitude fEa J2.1UUp . on a une difference de frequences au 
denominateur, ce qui veut dire que si la frequence des oscillations fibres ujy est proche de la frequence 
de precession du noeud orbital ascendant d> 4 , alors un effet de quasi-resonance va amplifier fortement 
I’amplitude de reponse Ai. On pent directement exprimer une condition en fonction des quantites 
orbitales Pq et Pi, i.e. Ai < Aq revient a Pi < aPo avec 


co: 




a = 


3 n( 7 i -f 72) (|n4(27i -f 72) 


- 


(3.60) 


Ici, a est en fait une borne superieure ou la quantite 1 -|- (ri/ro)^/2 a ete majoree par 3/2. En effet, 
ce calcul n’a de sens que lorsque Pi < Pq. Pour resumer, on a 

- si Pi > Pq, alors le noeud orbital et le noeud de la rotation precessent tous les 2 a la meme 
frequence, 

- si Pi < aPo, alors les 2 noeuds oscillent autour d’une valeur constante, 

- si 1 > Pi/Po > a, alors on est dans une sorte de zone interdite ou le noeud orbital oscille 
alors que le noeud de rotation pent precesser. Get effet pureme nt geomet r ique p ent resulter 
en un comportement en apparence chaotique, deja identifie par Colombol (1966) the relative 
motion is in some cases a pure regular precessional motion but, in many cases, it may he very 
different from regular precessional motion. 
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En une phrase, tout ceci signifie que pour representer de fagon quasi-periodique I’orientation du 
moment cinetique d’un corps dans I’Etat de Cassini 1, le plan de reference doit etre soit suffisamment 
proche du plan orbital moyen, soit suffisamment eloigne (c’est en general le cas de I’lCRF), mais 
une zone intermediaire est a eviter. Je suggere de prendre comme plan de reference le plan defini 
par le mode propre constant 4>o, qui est une sorte de plan orbital moyen. Ceci permet d’annuler la 
nouvelle quantite Eq. A partir du repere des ephemerides, c’est-a-dire le plan equatorial de Jupiter 
a J2000, il est obtenu par une rotation d’axe 2 (une R 3 ) d’angle 138.277°, puis une rotation d’axe 
X (une Ri) d’angle 2arcsinro ~ 0.44°. Le choix de ce repere pent sembler naturel, et il est meme 
parfois abusivement considere comme le Plan de Laplace dans la litterature. Mon travail montre 
que ce n’est pas le Plan de Laplace, mais que son utilisation est tout-a-fait legitime. 



Figure 3.3 - Mouvement du moment cinetique de Callisto G, par rapport au plan equatorial jovien 
a J2000 (a gauche) et par rapport au plan defini par 4>o (a droite). Ceci permet d’illustrer aussi le 
fait que le mouvement en apparence irregulier obtenu pour le noeud etait du au fait que le centre 
du repere etait dans I’epaisseur de la trajectoire. 

La Fig l3.3l illustre ce changement de repere, qui consiste en pratique a centrer le repere de 
reference par rapport au mouvement de precession du moment cinetique G. 


3.3.4 Les quantites de rotation de Callisto 


Le lecteur trouvera dans ( Novelles . 2009l l la decomposition quasi-periodique des differentes 
variables de rotation, notamment I’obliquite, le mouvement polaire, et les librations en longitude. 
J’obtiens un mouvement polaire d’une amplitude inferieure a 200 metres, une obliquite moyenne 
de 9.65 arcmin avec des oscillations de 5.24 arcmin en 182 ans, correspondant a la combinaison de 
modes propres 4>3 — 4 > 4 , et des librations en longitude a la freque nce 77,4 d’amplitude 1 arcsec, soit 
~ 12 metres. J’ai ici considere Callisto comme un corps rigide, ( Rambaux et al.l . l 201 lh obtiennent 
un resultat environ 10 fois plus grand en supposant I’existence d’un ocean global qui decouple le 
mouvement de la croute, de relativement faible inertie, du reste de I’interieur. Mais la principale 
composante des librations vient du forgage annuel, de periode 11.86 ans, et d’amplitude ~ 2 arcmin, 
soit ~ 140 metres. La Fig J3.4l illustre les variations de la duree du jour sur Callisto, et illustre 
I’importance de ce forgage annuel. 
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Figure 3.4 - Variations de la duree du jour (L.O.D.) de Callisto. La valeur moyenne est 
16.6860174175 jours, et la date de reference J2000. 


3.4 Les coorbitaux Janus et Epimethee 


Cette etude a ete m otivee par I’observation par Cassini de la rotation de Janus et Epimethee 
( Tiscareno et al. . 2009 1. 


3.4.1 Une dynamique orbitale interessante 

Les satellites de Saturne S' — 10 Janus et S — 11 Epimethee sont des petits corps (« 160 km de 
diametre pour Janus et ~ 120 km pour Epimethee) orbitant pres de Saturne en environ 17 heures, 
et en resonance de moyen mouvement 1:1. Ceci signifie qu’ils cohabitent a la meme distance 
moyenne de Saturne, le demi-grand axe moyen etant 152043 km. Regulierement, a I’occasion de 
proches rencontres, ils echangent leurs orbites, c’est-a-dire que le satellite le plus proche de Saturne 
devient le plus eloigne, et inversement. Ces proches rencontres ont lieu tous les 4 ans, ce phenomene 
a done une periode de 8 ans. Dans un repere tournant, les orbites ont la forme de fer a cheval, 
d’ou le nom horseshoe orbits. Les elements orbitaux sont traces Fig J3.5[ on y voit notamment que 
I’amplitude des echanges est plus importante pour Epimethee, en fait le rapport des amplitudes est 
aussi le rapport des masses entre les 2 satellites (« 3.6). On voit egalement que I’echange d’orbites 
n’est pas un processus instantane mais dure environ 6 mois. 
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1985 1990 1995 2000 2005 2010 

Date 


Epimethee 



-20 I-1-1-1-1-1- i—i 

1985 1990 1995 2000 2005 2010 

Date 


Janus 




Epimethee 


Figure 3.5 - Les echanges d’orbites entre Janus et Epimethee, traces a I’aide des ephemerides du 
JPL. Les variations de la longitude moyenne d’Epimethee ont ete obtenues aprfe la soustraction 
d’une pente de 3304.01449932 rad/an. 


En utilisant des valeurs tabulees des elements orbitaux de Janus et Epimethee obtenues a 
partir du portail JPL HORIZONS, I’analyse en frequence m’a donne les 7 modes propres recenses 
Tab 13.Ill La resonance de moyen mouvement entre Janus et Epimethee a pour consequence que les 
2 longitudes moyennes ne sont pas des modes propres independants (ils ont la meme frequence), 
par centre les librations de I’argument resonnant, (j), apparaissent, et leur periode est celle des 
echanges d’orbite, soit 8 ans. Les 4 modes propres suivants sont ceux lies aux pericentres zu de 
Janus (J) et Epimethee (E), et aux noeuds ascendants fl. Le dernier mode propre, cj, a ete obtenu 
numeriquement dans I’inclinaison de Janus, il est possible qu’il soit un artefact du a une somme 
d’autres effets, comme les perturbations gravitationnelles des autres satellites. HORIZONS donne 
les ephemerides orbitales de Janus et Epimethee sur la periode [1950-2050], avec le noyau SAT299, 
la detection d’une oscillation de periode 136 ans sur un intervalle de 100 ans doit etre consideree 
avec precaution. 

La Tab J3.12] donne la decomposition quasi-periodique des demi-grands axes de Janus et Epi¬ 
methee. On y observe I’importance du terme cj), lie aux echanges d’orbite. On pent remarquer 
egalement I’opposition de phase, ou le changement de signe de I’amplitude, pour les termes en cj) 
dans Janus et Epimethee. Les elements orbitaux moyens des satelites sont donnes dans la Tab 1 3.131 
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Table 3.11 - Modes propres du mouvement orbital de Janus et Epimethee. 



Frequence (rad/an) Phase a J2000 

Periode 

A 

3304.0143278 

-114.564° 

0.69459 j 

</> 

0.7847244 

177.674° 

8.00687 a 

Wj 

13.0908741 

129.064° 

175.30788 j 

We 

13.0928523 

-121.751° 

175.28140 j 

Qj 

-13.0386776 

114.152° 

-176.00968 j 

^Ie 

-13.0400438 

152.811° 

-175.99124 j 

OJ 

0.0461439 

-120.692° 

136.16498 a 


qui indique que les excentricites et inclinaisons sont limitees. 

Table 3.12 - Decomposition quasi-periodique des demi-grands axes de Janus et Epimethee. Les 
series sont en cosinus, w designe wj pour Janus, et we pour Epimethee. _ 


A 

<P 

w 

Janus (km) 

Epimethee (km) 

Periode 

- 

- 

- 

152043.049 

152043.602 

oo 

- 

1 

- 

13.182 

-47.500 

8.00687 a 

1 

- 

-1 

7.397 

-3.114 

0.69735 j 

- 

3 

- 

-4.538 

16.353 

2.66892 a 

- 

5 

- 

2.403 

-8.660 

1.60135 a 

1 

-1 

-1 

2.098 

-6.251 

0.69752 j 

1 

1 

-1 

2.097 

-6.234 

0.69719 j 

- 

7 

- 

-1.547 

5.577 

1.14382 a 

- 

9 

- 

1.087 

-3.918 

324.94105 j 

- 

11 

- 

-0.802 

2.889 

265.86068 j 

- 

13 

- 

0.611 

-2.201 

224.95882 j 

- 

15 

- 

-0.476 

1.715 

194.96413 j 

- 

17 

- 

0.377 

-1.359 

172.02726 j 

1 

2 

-1 

0.365 

-4.731 

0.69702 j 

1 

-2 

-1 

0.359 

-4.726 

0.69769 j 

- 

19 

- 

-0.302 

1.090 

153.91905 j 

1 

-3 

-1 

0.203 

-1.293 

0.69785 j 

1 

3 

-1 

0.200 

-1.319 

0.69685 j 


La disponibilite d’ephemerides pour Janus et Epimethee uniquement de la part du JPL m’a 
amene a telecharger des valeurs tabulees des coordonnees cartesiennes, puis a les interpoler par 


des s plines cubiques, a I’aide de routin es presentes dans la GNU Scientific Library (iGalassi et al. 


2009 1. L’erreur associee est d’ordre 4 ( Sonneveld . 1969l l. ce qui signifie qu’une reduction du pas 
d’echantillonnage des donnees par un facteur a reduira I’erreur d’un facteur a^. J’ai utilise un 
pas d’echantillonnage d’une heure pour obtenir une erreur inferieure a 9 km. J’ai echantillonne 
les coordonnees cartesiennes pour obtenir ce resultat; un premier essai sur les elements orbitaux 
presentait un probleme de convergence lors des echanges d’orbite. L’interpolation des orbites des 
satellites m’a permis d’ecrire des routines G++ donnant leur position a n’importe quelle date, 
meme si elle ne correspondait pas exactement a une donnee tabulee. J’ai ainsi pu les utiliser dans 
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Table 3.13 - Elements orbitaux moyens de Janus et Epimethee. 


Element 

Janus 

Epimethee 

Demi-grand axe 

152043.049 km 

152043.602 km 

Excentricite 

9.8 X 10"3 

1.61 X 10“2 

Inclinaison 

0.165° 

0.353° 


mon code numerique de rotation rigideH. 


3.4.2 La rotation observee llTiscareno et al.l . |2009|) 


Tiscareno et al. ( 2009l l ont publie des observations de la rotation de Janus et Epimethee a 


partir d’images Cassini ISS (Imaging Science Subsystem) acquises entre 2005 et 2008 (Fig JJ.Op . 
d’une resolution inferieure au kilometre. Le principe consiste a reperer des points remarquables a la 
surface de ces satellites, par exemple des crateres, presents sur au moins 2 images, et a ajuster un 
mouvement de rotation. Pour Janus, 66 points de controle ont ete reperes a partir de 104 images, et 
49 points de controle a partir de 50 images pour Epimethee. Cette etude ajuste egalement une forme 
triaxiale sur Janus et Epimethee fTab l3.l4]l . et la compare avec la forme deduite du mouvement de 
rotation fTab l3.l5]) . 



Figure 3.6 - Images Cassini N1 537923147 pour Janus (a gauche) et N1575363491 pour Epimethee 


(a droite). Figure reproduite de ( Tiscareno et al. . 2009li . 


3. La methode d’utilisation de ces epheme rides ofBciell ement conseillee est d’utiliser la librairie SPICE 
http://naif.jpl.nasa.gov/naif/toolkit.html (lActonl[l996l L Ayant juge le temps d’apprentissage prohibitif pour 
cet outil aux nombreuses fonctionnalites, j’ai utilise ma propre methode, centree sur I’usage que je souhaitais faire 
des ephemerides. Je signale egalement la disponibilite de la librairie CALCEPH, realisee par Michael Gastineau, 
http://www.imcce.fr/inpop/calceph/, destinee a lire les noyaux SPICE. Son usage est peut-etre plus direct. 
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Table 3.14 - Formes triaxiales de Janus et Epimethee observees par Tiscareno et al. ( 2009l b a, h 


et c sont les trois rayons de I’ellipsoide, R le rayon moyen, et les moments d’inertie sont ici calcules 
a partir de la forme, en supposant une densite constante. 



Janus 

Epimethee 

o (km) 

101.5 ±1.9 

64.9 ±2.0 

b (km) 

92.5 ±1.2 

57.0 ±3.7 

c (km) 

76.3 ± 1.2 

53.1 ±0.7 

R (km) 

89.5 ±1.4 

58.1 ± 1.8 

A/{AIR^) 

0.360 

0.328 

b/\mr^) 

0.407 

0.469 

CI{MR^) 

0.470 

0.476 

{B - A)/C 

0.100 ±0.012 

u.zyu Q Q27 


Table 3.15 - Libration physique diurne, c’est-a-dire a la frequence orbitale, de Janus et Epimethee, 
et comparaison avec ce qu’indique la forme observee. On constate qu’une libration non nulle est 
mesuree pour Epimethee, et que les observations de la rotation sont plutot en accord avec celles de 
la forme. 



Janus 

Epimethee 

Libration physique 
deduite de la forme 

-0.33° ± 0.06° 

o qo-10.4° 
+4.2° 

mesuree 

-0.3° ± 0.9° 

-5.9° ± 1.9° 

{B - A)/C 
deduit de la forme 

0.100 ±0.012 

0.296t[]:[]i? 

deduit de la libration 

u-uy.o.og 

0.280t[]:[]?? 


Le premier resultat est la confir mation que ce s corps sont bien en rotation sy nchrone. De plu s, 
pour la troisieme fois apres la Lune (|Koziell . 119671 1 et le satellite de Mars Phobos (jBeletskiil . Il972l l. 
des librations diurnes ont ete mesurees pour un satellite naturel : Epimethee. Les barres d’erreur 
sont bien plus petites que le signal, ce qui permet de determiner le parametre d’interieur {B — A)/C 
a I’aide de la formule (j2.1U9p . La forte elongation de la forme d’Epimethee favorise ces librations. 
Un signal a egalement ete detecte pour Janus, qui semble en accord avec la forme observee, mais 
les barres d’erreur sont plus importantes que le signal lui-meme, done ce dernier resultat doit etre 
accueilli avec prudence. 

Cette etude annonce egalement la mesure d’un decalage de I’orientation moyenne de I’axe le 
plus long de Janus par rapport a la direction Janus-Saturne, de 5.2° ± 1° en longitude et 2.3° ± 1° 
en latitude. Cette mesure est tres surprenante car elle semble tres d ifficile a expliquer, meme en 
supposant des anomalies de masse dans Janus ( Robutel et al. IH). Des mesures plus recentes, 
realisees par la meme equipe et a ce jour non publiees, suggerent que ce decalage est en fait bien 
plus faible qu’initialement annonce. 

Cette observation de la forme et de la rotation de Janus et Epimethee m’a incite a simuler leur 
rotation en 3 dimensions a I’aide d’ephemerides realistes, notamment dans la gestion des echanges 
d’orbites. Le but est d’essayer d’ameliorer I’explication des observations, de predire des quantites 
non encore mesurees comme les obliquites, ainsi que de comprendre la faqon dont les echanges 
d’orbite affectent la rotation. 
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3.4.3 Simulation de la rotation 

J’ai utilise mon code numerique de rotation rigide en 3 dimensions ainsi que les ephemerides 
obtenues a partir de JPL HORIZONS pour simuler la rotation de Janus et Epimethee a I’Etat 
de Cassini 1. Mes parametres d’interieur sont ceux deduits de la forme (Tab l3.l4|) . La figure 15771 
montre les librations physiques, de part et d’autre d’un echange d’orbites. 





2002.5 2003 2003.5 2004 2004.5 2005 2005.5 

Date (y) 


Figure 3.7 - Librations physiques de Janus et Epimethee, de part et d’autre d’un echange d’or¬ 
bites. Ces figures ont ete obtenues aprfe la soustraction d’une pente constante, respectivement de 
3304.356301 et 3303.673150 radians par an pour Janus, et 3302.7839016 et 3305.24602 radians par 
an pour Epimethee. 

Ces librations presentent au moins 3 echelles de periode. L’epaisseur de la courbe represente les 
librations diurnes, de periode la periode orbitale, soit « 16.7 heures. L’amplitude est de I’ordre de 
0.3° pour Janus et 8° pour Epimethee. On remarque egalement des pics en haut et en bas de ces 
courbes, d’amplitude quelques minutes d’arc pour Janus et de I’ordre du degre pour Epimethee. Ces 
pics peuvent perturber la mesure de la libration diurne, et peut-etre expliquer en partie les barres 
d’erreur sur les observations. Enfin, on observe une modulation a plus longue periode, signature de 
la periodicite a 8 ans des echanges d’orbite. 

La mesure elevee de la libration diurne pour Epimethee est interessante. II s’agit en fait d’un 
cas de quasi-resonance, i.e. la periode des librations libres est proche de la periode de forgage. C’est 
une consequence de I’ellipticite equatoriale du satellite (B — A)/C, cf. la figure ESI obtenue a I’aide 
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de 1’amplitude exprimee dans la formule (I2.1()9p . 



(B-A)/C 


Figure 3.8 - Amplitude de la libration diurne d’Epimethee en fonction de son ellipticite equatoriale 
(B — A) fC. On pent remarquer un comportement asymptotique a proximite de la valeur 1/3, ceci 
correspond a une resonance entre la frequence orbitale n et la frequence des librations fibres 


Ces simulations indiquent une forte influence des e chang es d’orbite sur les librations en longi¬ 
tude. Je I’ai montre numeriquement, et iRobutel et al.l ( 20111 1 I’ont confirme analytiquement. Cette 
derniere etude propose une approche originate du calcul des librations par une approche perturba¬ 
tive, en considerant le rapport des frequences (j)/n comme un petit parametre (~ 2.38 x 10““^) sur 
lequel le developpement peut s’appuyer. 

Mes simulations numeriques ont egalement permis de confirmer que le mouvement polaire doit 
etre tres petit, en fait de I’ordre du metre. Les obliquites attendues sont de I’ordre de 6 secondes 
d’arc pour Janus et 11 secondes d’arc pour Epimethee. 


3.5 Mimas 


Ce travail sur Mimas ( Novelles et al.l . H) s’est inscrit dans le cadre du groupe de travail 
Encelade@, anime par V. Lainey et regroupant diverses competences europeennes en planetologie 
(structure interne, mecanique celeste, astrometrie, marees,...). Ce groupe s’est cree a la suite de 
la decouverte de geysers sur Encelade, et a pour but de mieux comprendre le systeme de Saturne a 
la lumiere des decouvertes de Cassini, des nouvelles observations, et des nouveaux developpements 
ttieoriques. On y trouve des membres de differents centres de recherches europeens, comme I’Ob- 
servatoire de Paris-Meudon, le CEA, I’Universite de Namur, I’Observatoire Royal de Belgique, ou 
encore la Queen Mary University of London. 


4. http://www.imcce.fr/ lainey/Encelade.htm 
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Dans ce cadre, nous avons choisi de nous interesser a la rotation de Mimas. Avant de disposer 
de suffisamment de donnees pour observer cette rotation (ce qu’a finalement fait R. Tajeddine a 
I’issue de sa these de doctorat), nous I’avons simulee theoriquement. 


3.5.1 Les modeles d’interieur 


Le champ de gravite de Mimas n’a ete mesure qu’a I’ordre 0, c’est-a-dire que sa masse est 
connueEl mais nous ne savons rien de sa repartition dans le satellite. Cette repartition est tres pro- 
bablement inhomogene, ne serait-ce que par I’anomalie de masse liee au cratere Herschel. Sa forme 
est incompatible avec I’equilibre hydrostatique si on considere sa densite constante. La detection 
d’anomalies de temperature sur Mimas par I’instrument CI RS (Cassini Composite Infrared Spec¬ 
trometer) fFig ld.91 a droite, reprise de Howett et al. ( 201 ill i a ete envisagee comme la detection 
d’anomalies de structure interne. Mais I’explication la plus probable est un bombard ement electro- 


nique externe. Cette anomalie de temperature a egalement ete detectee pour Tethys (jHowett et al 


20121 1. et a chaque fois elle est tres bien correlee avec le mouvement orbital du satellite. L’anomalie 
de temperature correspond a I’hemisphere qui mene le mouvement. 



Figure 3.9 - Mimas vu par Cassini. A gauche dans le visible, on distingue bien le cratere Herschel. 
A droite dans I’infra-rouge moyen (instrument CIRS, ici entre 15.4 et 16.7 fim de longueur d’onde), 
ou le croissant jaune (ou PacMan@) represente I’anomalie de temperature. 


Suivant de precedents auteurs, notamment Eluszkiewic 2 ( 199fll l. nous avons considere Mimas 
comme un corps glace, relativement poreux a I’exterieur et moins en son coeur, sous I’effet de la 
compaction. Ce phenomene de compaction dans les s atellites de glace a recemment ete confirme 
par des experiences de laboratoire realisees au Japon ( Yasui &: Arakawa . 20081 . 2009l l. Nous avons 
modelise cette compaction en considerant Mimas comme un corps a 2 couches rigides, concentriques 
triaxiales et coaxiales, la couche externe etant moins dense que la couche interne. II s’agit done de 
modeles a 8 parametres en entree, a savoir une densite (ou masse volumique) p et 3 rayons axbx c 
pour chaque couche c (noyau/core) et s (croute/s/ie/Z), et 3 parametres en sortie, dont nous avons 


5. Elle es t actuellement determ inee par analyse des librations des resonances de moyen mouvement avec Tethys 
et Methone J.Tacobson et al.l . Lood l. Les survols de Cassini sont trop lointains pour determiner la masse de Mimas. 
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besoin pour modeliser la rotation d’un corps rigide : les coefficients de Stokes J 2 et C 22 , et le moment 
d’inertie polaire normalise C/{mB?). 

Nous avons impose a ces modeles d’interieur d’avoir la meme masse totale que Mimas, et 
afin d’avoir une autre contrainte liant les parametres d’interieur nous avons soit considere que 
Mimas etait a I’equilibre liydrostatique, violant ainsi I’observation de la forme, soit impose comme 
rayons externes les rayons observes, et considere I’interface noyau-croute comme liomothetique de 
la surface. Aucune de ces hypotheses n’est pleinement satisfaisante, mais le manque de donnees 
incite a simpliher le modele. Nos parametres sont regroupes Tab l3.l61 


Table 3.16 - Parametres physiques et dynamiques de Mimas. Le moyen mouvement de Mimas n 
a ete mis a jour depuis TASS 1.6, mais nous avons utilise cette valeur car elle est coherente avec 
I’utilisation des ephemerides TASS 1.6 et c’est la seule determination dans la litterature qui est 
moyennee convenablement, c’est-a-dire apres identihcation de toutes les frequences qui regissent le 
systeme orbital des satellites de Saturne._ 


Parametres 

Valeurs 

Sources 

Moyen mouvement n 

2435.14429644 rad/an 

TASS 1.6 fVienne & Duriez. 19951 

Masse m 

3.7495 X 1039 kg 

Jacobson et al. 120061 

Masse volumique p 

1150.03 kg/m^ 

Thomas et al. l2007bl 

Rayon moyen R 

198.2 km 

Thomas et al. 12007b 1 

Rayons a x b x c 

207.8 X 196.7 x 190.6 km 

Thomas 120101 


Tous les modeles bases sur la forme sont equivalents pour la modelisation de la dynamique de 
la rotation, car cette dynamique est la signature de la repartition relative de la masse au sein du 
corps considere. C’est pourquoi nous n’avons qu’un seul modele de Mimas y correspondant, le 23 
iTablXITD. 

Si Mimas est a I’equilibre hydrostatique, alors sa forme represente un equilibre entre sa propre 
gravite, sa rotation, et les marees exercees par Saturne. Un parametre important est 


Qr — 


Gm 


(3.61) 


oil U est la vitesse de rotation du corps (U = n pour les corps en synchronisation spin-orbite). 
Qr permet de quantiher I’effet de la deformation de rotation. Un autre parametre important est le 
nombre de Love fluide kf, qui caracterise la reaction du satellite a un potentiel perturbateur apres 
relaxation des contraintes visqueuses. La forme du satellite est done stabilisee. On obtient kj avec 


I 

MOI 

MOI 


IfJ p + 2 :^) dx dy dz, 


mB? ’ 


1 - 


ce 


2 1 4-kf 
5 y 1 + kf 

qui permet d’obtenir ( Rappaport et ah . 1997ll : 


(3.62) 

(3.63) 

(3.64) 
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C 22 = ^qr+0(q^,), (3.65) 

J 2 = —^qrLO{ql). (3.66) 

6 


De plus, il vient de la definition des moments d’inertie fEa l2.2ir2.4p et de J 2 = (2(7 — A — B) /(2(7) : 


C 


I + -J2mR 

O 


(3.67) 


II est a noter la relation classique pour un satellite nat urel a I’equilibre hydro statique : J 2 = 
10 /3(722 . En pratique, cette relation a ete verifiee pour lo (jAnderson et al.l . 120011)1 1. den oncee pour 


Rhea (|Mackenzie et al.l. 120081) . et peut etre compatible avec le champ de gravite de Titan ([less et al 


2010h . Mais dans le cas de Titan, la comb inaison du champ d e gravite et de la forme n’est pas 


compatible avec I’equilibre hydrostatique ( Zebker et ah . 2009ll . Cette hypothese doit done etre 
consideree au mieux comme une approximation; neanmoins son utilisation me parait legitime dans 
le sens ou le manque de donnees par rapport au nombre de parametres necessaires a I’elaboration 
d’un modele d’interieur necessite I’introduction de contraintes supplementaires. 

Ici les calculs ont ete faits a faible excentricite et faible qr, done rotation lente. L’in fluence de 
rexce ntricite est donnee dans (|Matsuvama fc Nimmol . lioo^l . et d’un qr significatif dans (jTricaricol . 
201 4ll . 


Nous avons ainsi suffisamment de parametres pour simuler la rotation d’un tel corps. Nous avons 
ainsi cree 22 modeles de Mimas hydrostatiques ITab Jd.lTll . pour differentes densites du noyau et de 
la croute. 
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Table 3.17 ~ Nos modeles d’interieur pour Mimas. Les 22 premieres lignes correspondent a un 
Mimas a I’equilibre hydrostatique, tandis que le dernier est base sur la forme observee. Les masses 
volumiques sont en kg.m~^. 


N 

Pc 

Ps 

kf 

MOI 

J2 (10-^) 

C 22 (10-^) 

ClimR'^) 

1 

1200 

800 

1.40473 

0.389636 

2.17051 

6.51152 

0.404106 

2 

1500 

800 

1.11293 

0.354953 

1.71963 

5.15889 

0.366418 

3 

2000 

800 

0.94032 

0.331801 

1.45293 

4.35878 

0.341487 

4 

2500 

800 

0.86349 

0.320705 

1.33422 

4.00267 

0.329600 

5 

3000 

800 

0.81885 

0.314001 

1.26524 

3.79571 

0.322436 

6 

3500 

800 

0.78921 

0.309439 

1.21944 

3.65831 

0.317569 

7 

4000 

800 

0.76788 

0.306100 

1.18649 

3.55946 

0.314010 

8 

1200 

1000 

1.41613 

0.390899 

2.18812 

6.56437 

0.405486 

9 

1500 

1000 

1.24455 

0.371206 

1.92301 

5.76902 

0.384026 

10 

2000 

1000 

1.17336 

0.362551 

1.81300 

5.43901 

0.374638 

11 

2500 

1000 

1.14536 

0.359061 

1.76975 

5.30925 

0.370860 

12 

3000 

1000 

1.12980 

0.357099 

1.74570 

5.23711 

0.368737 

13 

3500 

1000 

1.11969 

0.355816 

1.73009 

5.19026 

0.367350 

14 

4000 

1000 

1.11251 

0.354901 

1.71899 

5.15698 

0.366361 

15 

1200 

1100 

1.44040 

0.393565 

2.22563 

6.67688 

0.408403 

16 

1500 

1100 

1.38066 

0.386951 

2.13331 

6.39993 

0.401173 

17 

2000 

1100 

1.36451 

0.385134 

2.10836 

6.32508 

0.399189 

18 

2500 

1100 

1.35879 

0.384487 

2.09953 

6.29858 

0.398484 

19 

3000 

1100 

1.35572 

0.384139 

2.09478 

6.28435 

0.398105 

20 

3500 

1100 

1.35376 

0.383917 

2.09176 

6.27527 

0.397862 

21 

4000 

1100 

1.35239 

0.383761 

2.08963 

6.26890 

0.397692 

22 

1150.03 

1150.03 

1.5 

0.400000 

2.30951 

6.92854 

0.415397 

23 

1200 

800 

1.40473 

0.389636 

2.28639 

5.57013 

0.406273 
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3.5.2 La rotation simulee 


Comme precedemment j’ai fait des simulations numeriques de la rotation de Mimas, en confir- 
mant analytiquement les resultats. J’ai utilise pour cela les ephemerides TASS 1.6 (jVienne &: Duriea . 


199511 . Les modes propres orbitaux sont presentes Tab J3.18l 


Table 3.18 - Les fre quences propres du mouvement orbital de Mimas d’apres 
( Vienne fc Durie 2 . 1995l ll. 



Frequence (rad/an) 

Periode (j) 

Periode (a) 

Aoi 

2435.14429644 

0.942421949 

2.580211 X 10“^ 

Wl 

0.08904538 

25772.62777 

70.561609 

4>i 

10.19765304 

225.0452555 

0.616140 

Pi 

3.81643833 

601.3285779 

1.646348 


-2.55544336 

898.0568575 

2.458746 


TASS1.6 


Le premier, Aqi, correspond au mouvement keplerien de Mimas autour de Saturne. oji est 
I’argument de la libration de la resonance de moyen mouvement avec Tethys, tandis que les 3 autres 
modes propres apparaissent dans le noeud et le pericentre. Comme le montre la decomposition quasi- 
periodique de revolution de la longitude moyenne A (Tab ld.lp . la libration de la resonance prend 
une grande importance dans le mouvement en longitude, on s’attend done a le retrouver dans la 
rotation. C’est bien ce qui se passe dans les librations physiques fTab J3.l9]) ou ce terme a une 
amplitude de 44°. 


Table 3.19 - Librations physiques de Mimas, pour le modele 23, base sur la forme. Les series sont 
en cosinus,_ 


Aoi 

UJl 

</>i 

Pi 

Frequence 

(rad/an) 

Periode 

(j) 

Amplitude 

(aremin) 

Phase 
at J2000 

- 

1 

- 

- 

0.08904538 

25772.62777 

43.61° 

51.354° 

- 

3 

- 

- 

0.26713614 

8590.87592 

43.261 aremin 

-25.913° 

1 

- 

-1 

1 

2428.763080 

0.944898 

26.075 aremin 

101.355° 

- 

- 

1 

- 

10.19765304 

225.04526 

7.828 aremin 

-157.744° 

- 

1 

-1 

- 

10.10860766 

227.02728 

3.657 aremin 

-119.032° 

- 

1 

1 

- 

10.28669842 

223.09718 

3.532 aremin 

-16.309° 


En fait, le terme qui a un sens en terme de structure interne est celui lie a la libration diurne, 
par la formule (|2.1U9p . de periode 0.944898 jour. Un autre terme interessant est I’obliquite moyenne, 
par la formule (I2.113p . La hgure EUDl et la table [220 donnent ces quantites, toutes determinees 
numeriquement puis verihees analytiquement. 

Les simulations indiquent que si Mimas est a I’equilibre hydrostatique, alors on peut s’attendre 
a une obliquite entre 2 et 3 minutes d’arc (entre 0.033 et 0.05 degres), et des librations diurnes 
entre 21 et 32 minutes d’arc, soit entre 0.34 et 0.54 degres. L’amplitude des autres librations 
n’est pratiquement pas affectee. Le cas homogene represente un extremum, e’est-a-dire que c’est 
I’obliquite la moins elevee et la libration la plus grande. Nous avons egalement estime que les marees 
n’affectaient pas signiheativement la rotation d’equilibre (I’Etat de Cassini 1). 

Ces resultats sont des simulations. Ils demandent a etre confrontes aux observations. C’est ce 
que nous avons fait dans une etude menee par Radwan Tajeddine. 
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p core (kg/m^) p core (kg/m^) 


Figure 3.10 - La rotation de Mimas, simulee numeriquement. 


Table 3.20 - Les quantites de rotation pour nos modeles de Mimas. 






Librations 

Librations 

Obliquite 

Librations 

N 

Tu 

n 

T 

^ w 

de maree 

en latitude 

moyenne 

physiques 


(j) 

(j) 

(j) 

(arcmin) 

(arcmin) 

(arcmin) 

(arcmin) 

1 

2.143878 

7.885550 

11.621674 

163.398 

2.016 

2.086 

31.744 

2 

2.294081 

8.997072 

13.222674 

158.577 

2.314 

2.384 

26.914 

3 

2.407777 

9.908107 

12.763086 

155.609 

2.559 

2.631 

23.944 

4 

2.468518 

10.416095 

13.618627 

154.248 

2.693 

2.765 

22.582 

5 

2.507237 

10.742236 

14.181571 

153.442 

2.780 

2.853 

21.776 

6 

2.534519 

10.975456 

14.591169 

152.900 

2.843 

2.917 

21.234 

7 

2.555063 

11.152890 

14.906138 

152.508 

2.891 

2.966 

20.841 

8 

2.138844 

7.849766 

11.569966 

163.583 

2.006 

2.076 

31.922 

9 

2.220696 

8.443608 

12.426948 

160.777 

2.166 

2.234 

29.115 

10 

2.257477 

8.730512 

12.839826 

159.593 

2.243 

2.313 

27.930 

11 

2.274983 

8.851150 

13.013162 

159.124 

2.275 

2.346 

27.461 

12 

2.284054 

8.920304 

13.112486 

158.862 

2.293 

2.363 

27.199 

13 

2.290031 

8.966015 

13.178106 

158.692 

2.306 

2.378 

27.028 

14 

2.294326 

8.998974 

13.225425 

158.571 

2.315 

2.384 

26.907 

15 

2.128297 

7.775062 

11.461869 

163.975 

1.986 

2.054 

32.314 

16 

2.154684 

7.962727 

11.733240 

163.008 

2.037 

2.104 

31.347 

17 

2.162067 

8.015705 

11.809777 

162.745 

2.051 

2.119 

31.084 

18 

2.164709 

8.034707 

11.837202 

162.652 

2.056 

2.124 

30.991 

19 

2.166135 

8.044989 

11.852091 

162.602 

2.059 

2.127 

30.941 

20 

2.167044 

8.051527 

11.861492 

162.570 

2.060 

2.132 

30.909 

21 

2.167685 

8.056158 

11.868221 

162.548 

2.062 

2.130 

30.886 

22 

2.106951 

7.625231 

11.244996 

164.792 

1.946 

2.014 

33.132 

23 

2.323129 

8.075914 

10.113182 

157.734 

2.071 

2.135 

26.075 
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3.5.3 La rotation observee ilTaieddine et al.l . l2014l i 


Je suis volontairement bref dans cette section car ma contribution a cette etude a ete relative- 
ment limitee. Nous avons utilise des images Cassini ISS[^ acquises par la camera NAC0 pour reperer 
un reseau de 260 points de controle. II s’agit de motifs remarquables sur la surface de Mimas, par 
exemple des crateres, qui apparaissent sur au moins 2 images. A partir de I’observation de ces points 
de controle, nous avons ajuste un mouvement en longitude, qui confirme la rotation synctirone et 
mesure des librations physiques (Tab ESI])- 


Table 3.21 - Librations physiques de Mimas observees. 


Periode 

Amplitude (arcmin) 

Phase a J2000 (°) 

0 ) 

Theorie 

Observation 

Theorie 

Observation 

25772.62 

43.61° 

43.86° ± 0.05° 

51.35 

52.9 ±0.9 

8590.87 

43.26 

44.5 ± 1.1 

-25.91 

-18 ±3.2 

0.945 

26-33 

50.3 ± 1.0 

101.35 

107.7 ±0.8 

225.04 

7.82 

7.5 ±0.8 

-157.74 

- 

227.02 

3.65 

2.9 ±0.9 

-119.03 

- 

223.09 

3.53 

3.3 ±0.8 

-16.31 

- 


On constate que les amplitudes des librations non diurnes sont plutot conhrmees, ce qui donne 
conhance en les mesures. Par centre I’amplitude des librations diurnes est plus elevee que prevu, 
ce qui suggere que I’interieur de Mimas ne soit pas ce qu’on croyait jusqu’a present. La Fig l3.11l 
donne revaluation de I’erreur en fonction de cette amplitude. 



Figure 3.11 - 
Figure extraite 


Mi nimisation de I’erreur e n ajustant I’amplitude des librations diurnes de Mimas, 
de ( Taieddine et ah . 2014). 


On considere en general que d’importantes librations diurnes sont la signature d’un ocean global. 
Cei voudrait dire que Mimas n’est en fait pas un corps gele. Une autre possibilite serait que Mimas 
soit bien un corps solide, mais avec un noyau d’elements lourds tres allonge, comme s’il s’etait 


6. Image Science Subsystem 

7. Narrow Angle Camera 
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forme bien plus pres de Saturne, au bord exterieur des anneaux, avant d’etre enrobe de silicates. 
U ne telle structure inter ne confirmerait le modele de formation des satellites a partir des anneaux 
de lCliarnoz et al.l (201l|). 


3.6 Un satellite non resonnant : Hyperion 


Je vais clore ce chapitre avec le cas d’un satellite rigide dont la rotation n’est pas amortie. En 
consequence, 11 tourne sur 3 axes, sa rotation ne correspond pas a une resonance. J’ai toujours 
considere Hyperion comme un corps interessant car 11 s’agit, dans la limite de la connaissance 
actuelle, du plus grand objet de forme irregulie re dans le Systeme So laire, ceci indiquerait qu’il 


serait issu d’une collision relativement recente (jFarinella et all . Il983l l. D’un point de vue de la 


dynamique, son orbite est relativement allongee avec une excentricite de I’ordre de 0.1. II est de 
plus en resonance de moyen-mouvement 4 :3 avec Titan. Son mouvement orbital est assez complexe, 
notamment la decompo sition quasi-periodique de ses elements orbitaux converge assez lentement 
()Duriez &: Viennel . Il997l ). ce qui a necessite un traite ment a part dans les ep liemerides TASS. 

Suite aux observations de la rotation par Cassini (jHar bison et al.l . [201l|) , j ’ai voulu moi-meme 
etudier le chaos present dans ce mouvement de rotation. Je ne suis pour I’instant pas alle au-dela 
de quelques simulations numeriques, c’est pourquoi ce travail n’a encore ete soumis nulle part. 


3.6.1 Une premiere detection de chaos dans le Systeme Solaire? 


Suite aux observations de la forme irreguliere d’Hyperio n ( Smith et al. . 1982h par Voyager 2, 


et en connaissance de son excentricite. Wisdom et all ( 1984ll ont etudie la stabilite des resonances 
spin-orbite dans son cas, cf. les portraits de phase Fig l3.12l obtenus a I’aide d’un Hamiltonien 
similaire a rEa. (|2.1U3p . 




Figure 3.12 ~ Portraits de phase de la resonance spin-orbite pour un satellite classique (a gauche) 
et pour Hyperion (a droite), avec e = 0.1 et {B — A)/C = 0.264, en supposant que le mouvement 


polaire et I’obliquite sont amortis, reproduits de (jWisdom et allll984l l. On remarque une large zone 


de chaos couvrant notamment les resonances 1:2, 1:1 ,3:2 et 2:1. 
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Dans le cas le plus commun, c’est-a-dire un satellite de forme relativement splierique et d’orbite 
relativement circulaire, les resonances sont separees, et ce sont des zones de stabilite. Par contre, 
dans le cas d’une excentricite et d’un aplatissement significatifs comme pour Hyperion, les reso- 
nances sont suffisamment larges pour s’intersecter, ce qui est source de chaos ( Chirikov . 1979l l. En 
consequence les resonances 1:2, 1:1, 3:2 et 2:1 dans le sens ou on les entend generalement ne 
sont pas stables, d’autres zones de stabilite apparaissent mais elles sont plus petites et entourees 
de chaos. Leur presence ne signifie done pas que si la rotation d’Hyperion avait ete suffisamment 
amortie, 11 s’y trouverait bloque. Les auteurs ne s’attardent pas sur ces zones, mais on pent voir 
proche de la resonance synchrone une petite zone de stabilite autour de 7r/2, c’est-a-dire que la 
resonance synchrone ou I’axe le plus long est tangent a I’orbite est stable dans ce cas. Cette conf i- 
guration a ete nommee quelques annees plus tard Effet Amalthee ( Melnikov &: Shevchenkol . 1998 1. 
du nom du satellite de Jupiter pour lequel la theorie n’interdit pas son existence. 

En 1984, on savait deja que Japet, satellite d e Saturne plus eloigne qu’Hyperion, avait une rota¬ 
tion suffisamment amortie pour etre s ynchrone ( Widornl. Il950l l. II etait done naturel de penser que 
la rotation d’Hyperion etait amortie. Wisdom et al. ( 1984ll en ont deduit qu’Hyperion se trouvait 
necessairement dans la zone chaotique, et qu’il tournait meme probablement sur 3 axes. Ceci est 
parfois considere comme la premiere detection de chaos dans le Systeme Solaire. 

S’il s’est avere par la suite que la rotation d’Hyperion etait bien sur 3 axes et chaotique, elle 
n’est e n fait pas suffisamment amortie pour atteindre la zone de chaos identifiee par 


Wisdom et al 


(1984), sa frequence de rotation etant plus de 4 fois son moyen mouvement moyen. 


Wisdom et al 


19841 1 ne peuvent done etre credites de la prediction de chaos dans la rotation d’Hyperion. 


3.6.2 La verite des observations 

Nous disposons d’observations de la rotation d’Hyperion depuis Voyager. Entre Voyager et 
Cassini, des tentatives de mesures depuis la Terre ont ete faites, a partir des variations de la courbe 
de lu miere. En voici les re sultats : 

- Thomas et al. ( 1984l l ont annonce une periode de rotation de 13.1 jours a partir de donnees 


Voyager. La periode or bitale etant d e 21.2 5 jours, on a un rapport de 1.62, et on serait dans 
la zone chaotique d e lWisdom et ah ( 1984 1. 

Thomas fc Veverl^ ( 1985 1 confirment cette mesure avec plus de donnees. 


KlavetteiT i 1989I L en utilisant aussi des donnees terrestres, incite a la prudence. II dit ne pas 
detecter clairement de periode, ce qui semble coherent pour un corps tournant sur 3 axes. 
En cherchant a ajuster une sinusoide sur ses observations, il trouve 2 optimaux, a 6.6 et 13.8 
jours, mais prefere rester prudent quant a leur interpretation. A partir de cette etude, tous 
les auteurs considereront qu’Hyperion tourne sur 3 axes. Dans ce cas, parler de periode est 
un abus de langage. II faut la comprendre comme une valeur deduite de la norme du moment 
cinetique. 


Black et al.l (|1995l l. a I’aide de donnees Voyager, trouvent une periode de 5 _o. 2 ^ jours, ce 
qui suggere un rapport d’environ 4.25 entre la frequence de rotation et I’orbitale. La chute 
de la periode de rotation par rapport aux etudes precedentes reflete I’un des dangers de 
I’observation de phenomenes ayant une periodicite : I’aliasing. Le theoreme de Shannon nous 
dit que si I’intervalle de temps entre 2 observations est superieur a la moitie de la periode 
du phenomene, alors I’analyse des donnees detectera bien une periode, mais qui sera plus 
longue que la periode reelle Icf.Eig JXT^ . II faut garder a I’esprit qu’une periode si courte 
pour Hyperion n’etait pas attendue. 
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Figure 3.13 - Illustration du probleme d’aliasing. L’analyse en frequence d’un echantillon de 
mesures issu d’un probleme periodique donne une periode trop longue si le pas d’echantilonnage 
est trop grand. Get exemple est issu d’un seminaire sur I’analyse en frequences que j’ai donne en 
octobre 2007 a Namur, lors d’une formation doctorale. 


- Harbison et al.l (|201lh . a I’aide de donnees Cassini, trouvent une periode de rotation entre 4.8 
et 5 jours, et essaient de simuler I’evolution temporelle de la rotation d’Hyperion. Ils trouvent 
que ce mouvement est ctiaotique, avec un temps de Lyapounov de I’ordre de 100 jours. 

Ces observations confirment que la dynamique de la rotation d’Hyperion est un probleme com- 
plexe. Ce serait bien un mouvement chaotique, et Hyperion tournerait bien sur 3 axes. 


3.6.3 Quelques simulations. .. 

Ayant un code de rotation rigide, j’ai tente moi aussi de m’attaquer au probleme de la rotation 
d’Hyperion. Je dispo sals pour cela des parametres d’interieur et des observations (Tab l3.23|) de 


Harbison et al.l (201l|). 


Table 3.22 - Moments principaux d’inertie d’Hyperion, bases sur la forme et sur la rotation. Ici 
Hyperion est considere comme un ellipsoide triaxial, ce qui est probablement une approximation 
simpliste de sa forme. 



Forme 

Rotation 


fThomas et ah. 2007al 

iHarbison et ah, 20111 

A/C 

0.58 ±0.03 

« 0.61 

B/C 

0.87 ±0.03 

Ri 0.80 

C 

0.542Mi?2 



Lorsque j’ai entrepris cette etude numerique, j’avais pour objectif d’essayer de trouver une ou 
des trajectoires qui permettaient d’e xpliquer les observation s. J’utilisais pour cela un mouvement 
orbital complet, donne par TASS1.7 (|Duriez fc Viennel . 119971 1. Mes conditions initiales utilisent les 
quantites {p,h,l,P,K,J) definies au ChaplSl Pour celles liees a I’angle de spin p et a la norme du 
moment cinetique normalise P, j’ai voulu les laisser libres. Notamment, p pent prendre n’importe 
quelle valeur, et P reste dans les barres d’erreur de la frequence de rotation. L’obliquite K, le 
mouvement polaire J, et les angles de precession associes h et I sont facilement deductibles des 
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Table 3 .23 - Orientations du vecteur rotation d’Hyperion observees par Voyager et Cassini, a 
5 dates ( Harbison et alJ. H). Les coordonnees se rapportent an repere des axes 

principaux d’inertie d’Hyperion, tandis que {ujx,ujy,ujz) sont dans un repere lie an mouvement 
orbital d’Hyperion. 


N 

Date 

uja/\uj\ 

ub/W\ 

wc/ w 


Uly 

(^Z 


1 

1981-08-23 

0.986 

0.160 

-0.049 

-2.457 

-2.501 

2.409 

72 ±3 

2 

2005-06-10 

0.890 

0.067 

0.451 

3.399 

-1.511 

2.411 

75 ±1 

3 

2005-08-16 

0.907 

0.162 

0.389 

3.026 

1.909 

2.303 

72 ±1 

4 

2005-09-25 

0.902 

0.133 

0.411 

1.151 

2.018 

3.565 

72 ±1 

5 

2007-02-16 

0.749 

0.080 

0.659 

-3.797 

1.905 

0.250 

72 ±1 


donnees de la Tab l3.23l et sont rassemblees dans la Tab J3.24l 


Table 3.24 - Angles definissant I’orientation du moment cinetique d’Hyperion. 


N 

K 

h 

A/C = 
J 

0.58, B/C = 0.87 

1 

^7(7 = 0.61, 
J 

B/C = 0.80 

1 

1 

55.218° 

49.788° 

94.759° 

76.320° 

94.556° 

77.986° 

2 

57.922° 

9.829° 

49.036° 

83.557° 

50.419° 

84.361° 

3 

58.271° 

-42.896° 

54.463° 

75.002° 

55.606° 

76.817° 

4 

33.899° 

-67.356° 

52.509° 

77.528° 

53.744° 

79.055° 

5 

86.251° 

-135.557° 

33.728° 

80.898° 

34.995° 

82.026° 


A partir de 5 jeux de conditions initiates et 2 jeux de parametres interieurs, j’ai realise 10 groupes 
de 72000 simulations numeriques, ctiacune differant des autres par le couple de conditions initiates 
(p,P). Ctiacune des simulations etait realisee sur 100 ans, et affictiait en sortie les variations relatives 
des differentes variables de rotation. J’ai utilise pour cela le cluster de calculs ISCF Interuniversity 
Seientifie Computing Faeility qui me permettait d’utiliser jusqu’a 64 processeurs simultanement. 

Les resultats ne montrent malheureusement pas grand-chose d’interessant, on pent parler de 
resultat negatif. 

Je ne montre ici que les cartes issues de 2 jeux de conditions initiates / parametres ('Fig l3.l4] 
&: 13.1511 . il n’est pas utile d’afficher les 10. Certaines semblent montrer des structures, mais aucune 
ne montre une possibilite de stabiliser les quantites de rotation. On a notamment un mouvement 
polaire qui varie de plusieurs dizaines de degres. Je n’ai pas non plus trouve de trajectoire qui ait 
I’air relativement proctie des 5 conditions initiates. 

II semble difficile de trouver une solution suffisamment precise pour la rotation d’Hyperion, 
du moins en le considerant comme un corps triaxial. Ceci semble confirmer la chaoticite de ce 
mouvement. 


3.7 Conclusion 

Dans ce chapitre, j’ai presente quelques applications de la rotation rigide. De tels modeles 
semblent parfaitement adaptes aux petits satellites comme Janus ou Epimethee. Neanmoins, a 
partir d’une certaine taille, le corps se differencie et peut creer un noyau fluide ou un ocean global. 
Dans un tel cas, un modele rigide ne suffit plus. En effet, une couctie fluide global decouple la 
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Figure 3.14 - Variations de la norme du moment cinetique P et de I’amplitude du mouvement 
polaire J d’Hyperion pour I’observation 3 et le modele base sur la forme. On observe une structure, 
mais qui ne stabilise pas vraiment la dynamique. 


rotation de la croute on du manteau du reste de I’interieur. C’est pourquoi je presente, dans la 
suite, les effets d’un noyau fluide (CliaplH), puis d’un ocean global (ChapiS]). 
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150 200 
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150 200 
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Figure 3.15 - Variations de la norme du moment cinetique P et de I’amplitude du mouvement 
polaire J d’Hyperion pour I’observation 3 et le modele base sur la rotation. On n’observe rien de 
bien interessant... 










Chapitre 4 


La prise en compte d’un noyau fluide 


4.1 Introduction 


A partir d’une certaine taille, typiquement de I’ordre du millier de kilometres de rayon, les 
corps celestes ont une structure differenciee, c’est-a-dire que les elements les plus lourds comme le 
fer migrent vers le centre, alors qu’au voisinage de la surface la croute est un melange de glace et 
de roches. Sous I’effet de la pression augmentant avec la profondeur, une partie de ce melange glace 
pent devenir fluide. La presence d’une couche fluide globale altere la reponse rotationnelle du corps 
a un forqage gravitationnel, en decouplant (ou desolidarisant) la croute solide, ou le manteau, du 
reste de I’interieur. Dans ce chapitre nous allons modeliser la rotation des corps composes d’une 
couche externe rigide et d’une couche interne, que nous appellerons noyau, fluide. En pratique cela 
revient a negliger I’influence du noyau solide, egalement appele graine, s’il existe. 


Je vais utiliser le modele dit de Poincare-Hough ( Poincare . 1910 : Hough, ISQSl l. qui considere un 
co mportement laminaire du f luide, que je urfee nte fSeci4.2H sou s une forme Hamiltonienne inspiree 
de ( Touma fc Wisdom . 2001 1 et revisitee par ( Henrard . I 2 OO 8 I. J’etudie ensuite le comportement 
d’un satellite naturel fSec i4.,‘ip . c’est-a -dire un corps e n rotation synchrone sur une o rbite faib l ement 
excentrique, ayant un tel interieur ( Novelles . 2 OI 2 II . avant de I’appliquer a lo ( Novellesl . 2013ll 
iSec H.dp . Je discute ensuite des eventuels effets non lineaires du fluide fSec i4.5p . encore tres mal 
connus. Un tel modele d’interieur est actuellement utilise, sous une forme no n Hamiltonienne , pour 


inverser les observations Las er-Lune, avec juste I’ajout des forces de maree (jWilliams et al, 
Rambaux &: WilliamsI . 2011 1. 


2001 


4.2 Le modele de Poincare-Hough 


Ce modele a ete elabore independamment par HoTigh (1895) et Poincare ( 1910l l. II considere 
le satellite comme un corps triaxial contenant une cavite elle aussi triaxiale, remplie d’un fluide 
non visqueux de champ de vitesse et de densite uniformes. La surface du satellite et I’interface 
noyau-manteau sont concentriques et coaxiales. Le fluide exerce un couple de pression a I’interface 
noyau-manteau. 
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CHAPITRE 4. LA PRISE EN COMPTE D’UN NOYAU FLUIDE 


4.2.1 Geometrie du probleme 


La formulation Hamiltonienne a ceci de frustrant que, si elle est ties bien adaptee pour un 
traitement mathematique precis et efficace des problemes, elle necessite un jeu de variables cano- 
niques dont I’interpretation physique n’est pas toujours directe, mais necessite une transformation 
mathematique bijective pour passer des calculs a I’interpretation. Dans notre cas, nous souhaitons 
modeliser I’orientation du manteau, c’est-a-dire de la surface observable, ainsi que du champ de 
vitesse dans le fluide, nous avons done besoin pour cela de 2 jeux d’angles d’Euler. Mais au lieu 
de les utiliser pour le manteau et le noyau, I’un de ces jeux se rapportera au satellite dans son en¬ 
semble, et I’autre a un pseudo-noyau, objet virtuel ressemblant mathe matiquement au noyau, cec i 
ahn d’avoir des variables canoniques. Cette representation est celle de (jTouma fc Wisdoml. l200lh . 
a I’origine de la formulation Hamiltonienne du modele de Poincare-Hough. 

II ne s’agit pas d’un modele a 6 degres de liberte mais a 4. S’il y a bien 3 degres de liberte 
regissant I’orientation du manteau rigide comme dans le cas de la rotation rigide (Chap 12]), les 
contraintes physiques que nous imposons (fluide non visqueux, interface noyau-manteau rigide done 
indeformable,...) reduisent le mouvement du fluide a un seul degre de liberte independant des 
autres : I’orientation de son moment cinetique. Nous dehnissons done 4 reperes de reference : 



Figure 4.1 - Parametrisation de I’orientation du satellite (gauche) et de s on pseudo-noyau (dro ite). 
Je remercie Julien Dufey pour avoir realise cette hgure, a I’origine pour ( Novelles et ah . 2011)1 1. 


- le repere inertiel (61,62,63), idealement le meme que les ephemerides orbitales. II est en general 
lie au plan equatorial de la planete a la date J2000, 

- le repere lie au moment cinetique du satellite {ni,n 2 ,n^). II est lie au repere inertiel par les 
angles d’Euler h et K, dehnis comme dans le cas rigide, c’est-a-dire que h est un noeud et K 
une obliquite par rapport a la normale au plan inertiel (cf. Fig J4.1l fc 14.2p . 

- le repere lie au moment cinetique du pseudo-noyau (nf ,712,71.3). II est lie au repere inertiel par 
les angles d’Euler he et iLc, dehnis comme precedemment, 

- le repere lie aux axes principaux d’inertie du satellite, qui sont aussi ceux de la cavite et du 
manteau par dehnition du modele, (/i,/2,/3)- On y passe par le jeu d’angles d’Euler (5, J, 
1) ou g est lie au spin du satellite, J est I’amplitude du mouvement polaire, et I Tangle de 
precession associe. On peut aussi dehnir analogiquement, pour le pseudo-noyau, les angles gc, 
Jc et Ic- Jc est dehni dans le sens oppose de J, encore une fois pour des raisons liees a la 
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formulation Hamiltonienne. 



Figure 4.2 - Les 2 parametrisations fcf.Fig j47T]) sur la meme figure. Encore mere! a Julien D. 


Dans le repere des axes principaux d’inertie (/i,/ 2 ,/ 3 ), la matrice d’inertie du satellite I est 
definie ainsi : 


/ ^ 0 0 \ 

/= 0 S 0 (4.1) 

\ 0 0 c y 


avec U 


( Ac 0 0 \ 

Ic=\ 0 Be 0 , 

V 0 0 Cc J 


avec 


(4.2) 
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JJJ Yxl)pedxi dX 2 dX 3 

(4.3) 

noyau 



(4.4) 

JJJ +xl)pedxi dX 2 dX 3 

(4.5) 

noyau 


y 2 , 2\ 

^ V^c ^c) ? 

(4.6) 

JJJ xl)pedxi dX 2 dX 3 

(4.7) 

noyau 


/ 2 1 i2\ 

(4.8) 


ou Qc, be et Cc sont les 3 rayons de I’interface noyau-manteau, pc est la masse volumique du fluide, 
et Me = 47r/3 x acbeCe sa masse. II decoule directement de la definition des moments d’inertie, qui 
sont des sommes continues, et du fait que le noyau et le manteau sont coaxiaux, que les 3 moments 
d’inertie du manteau sont Am = A — Ae, Bm = B — Be et Cm = C — Ce- 


4.2.2 L’energie cinetique 

Soit v{xi,X 2 -,X‘i, t) = U 1/1 + U 2/2 + U 3/3 le vecteur vitesse d’une particule de fluide dans le noyau, 
ou (xi, X 2 , X 3 ) sont les coordonnees cartesiennes de la particule dans le repere des axes principaux 
d’inertie (/i,/ 2 ,/ 3 )- Une simple equation cinematique donne : 


T 

to 

CO 

4) = 

(^UJ2{t) + ^122{t)'^X3 - (u}3{t) + ^l" 3 (t)^ 

) X2, 

(4.9) 

U 2 (X 1 ,-,X 3 , 

4) = 

(^UJ3{t) + ^U3{t)^Xi - 

1 X3, 

(4.10) 

^^ 3 (a:i,X 2 ,-: 

4) = 

(^UJi{t) + ^Ui{t)^X2 - (uJ2{t) + “^2(t)^ 

1 Xi, 

(4.11) 


ou Ld{t) = uji{t)fi + uj 2 {t)f 2 + ^ 3 ( 0/3 6st le vecteur-rotation instantane du manteau, et P{t) = 
^i{t) fi{t) Y ^2{t) f2{t) + f3{t) est le vecteur definissant le champ de vitesse du fluide par rapport 

au manteau. Nous avons fait I’hypothese que P etait independant des coordonnees spatiales (champ 
de vitesses uniforme). 

Le moment cinetique du noyau s’ecrit 

N'^ = JJJ (x X v)pcdxidx2dx3, (4.12) 

noyau 


ce qui donne directement 


4.2. LE MODELE DE POINCARE-HOUGH 


79 



+ 

+ 


5 

5 

Mr 


— 1^1 + LUi ] br + 


Ui 


U2 + 0)2 ] ar + [ — 1^2 +002 I C, 


be 

— Ui 

Cc 
dr 


— I/3 + W3 ) < + 
dc 


dc 

7-^3+OJ 3 
be 


h 

f 2 

h- 


En posant maintenant 


Di = —^—beCe = ^{Ac — Be + Cc) {Ac + Be — Cc), 

D2 = —^—CLcCc = {~Ac + Be + Cc) {Ac + Be — Cc), 

D 3 = —^— o,cbc = -\J{—Ac, + Be + Cc) (Ac — Be + Cc), 

nous pouvons ecrire le moment cinetique du noyau sous une forme plus compacte : 

^'c — + Dil'i)fi + {BcL02 + 02102)12 + (C'c ‘^3 + 

Comme le moment cinetique du manteau s’ecrit 


Nm — AmUJifi + Bm002f2 + CmOJ3f3, 
le moment cinetique total du satellite est 


N — {Aui + DilOi) fi + {Bl02 + D 2 IO 2 ) f2 + (^ 1^3 + D^IO^) / 3 . 
L’energie cinetique du noyau est 

Tc = JJJ Pev'^ dxi dx2 dx 3 , 

noyau 


e’est-a-dire 


(4.13) 


(4.14) 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

(4.20) 


Tc — — (^Ac (oji + lof'j + Be (uj2 + + C'c + 2DiloiI'i + 2 D 2 LO 2102 + , (4.21) 

alors que I’energie cinetique du manteau T^ est 


Tm, = ^Nm. ■ W = 


AmOOi + BmOJ2 + CraOo\ 


2 2 
Nous pouvons ainsi deduire facilement I’energie cinetique totale du satellite T = + Tc 


(4.22) 


T = - (yAoo\ + BijJ 2 + C(J^ + ^ci^i + Tct'l + C'ct'l + 2DiIjO\V\ + 2 D 2 UJ 2102 + 20 ^ 00310 ^ . (4.23) 
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Afin d’apprehender le formalisme Hamiltonien, nous pouvons ecrire les derivees partielles de 
I’energie cinetique totale T : 


dT 

dioi 

dT 

d0J2 

dT 

duj^ 

dT 

dvi 

dT 

dy2 

dT 

Oh's 


= Aioi + Divi = Ni, 

= B 0 J 2 + 021^2 = A" 2 , 

= Clo 3 + = N 3 , 

= DiiOl + Aci'i = Nf, 

= D2OJ2 + BcV 2 = 

= D 3 OJ 3 + CcV3 = A^ 3 , 


(4.24) 

(4.25) 

(4.26) 

(4.27) 

(4.28) 

(4.29) 


on les Ni sont les composantes du moment cinetique total N. Les Nf sont proclies des composantes 
du moment cinetique du noyau, on a en fait : 


Ni-N[^ = {Ac-Di){uji-vi) = ^{cc-hcf{uji-vi), 

5 

N2-N!f = {Be- D2 ){uJ2 - 1 ^ 2 ) = ^{Cc-acf{u}2 - 1 ^ 2 ), 

N3 — = {Cc — D 3 ){uJ 3 — U3) = -^{Qc — bc)'^{uJ 3 — U3), 


(4.30) 

(4.31) 

(4.32) 


la difference est done d’ordre 2 en I’asphericite de la cavite. Appelons moment cinetique du pseudo¬ 
noyau la quantite = A^fei -|- + N^e^. 

Avec ces notations, les equations de Poincare-Hough s’ecrivent, en I’absence de forgage externe 
( Touma fc Wisdon] . l200ll i : 


avec 


dN 

dt 

dN^ 

dt 


N X v^r, 

X v_^r. 


(4.33) 

(4.34) 





dT ^ dT ^ dT ^ 
dT ^ dT ^ dT ^ 


(4.35) 

(4.36) 


Ici T designe I’energie cinetique du satellite exprimee dans les composantes des moments cine- 
tiques N et e’est-a-dire 
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r = ^ + A{N^)^ - 2DiN^N^) + ^ (s,iV| + B{N^f - 2D2N2N^) 

+ ^ (aiV| + C(iV|)2 - 2 D 3 N 3 NI) , (4.37) 

avec a = AAc — Df, f3 = BBc — et 7 = CCc — D^. 

4.2.3 Le Hamiltonien du systeme 

II est a ce stade commode d’introduire les parametres d’asphericite du satellite et du noyau : 


ei 

£2 

£3 

£4 


2C -A- B MR^ 

- = J2- 


2C 

B- A 


C 


— 2(1722 

2C 

2 Cc -Ac-Be 
2Cr. 


MR^ 


C 


Be — Ae 
2Ce 


(4.38) 

(4.39) 

(4.40) 

(4.41) 


La surface du satellite et I’interface noyau-manteau etant en general proches de la sphere, les e* 
sont petits. 


Le Hamiltonien de libre rotation 


Introduisons maintenant 2 jeux d’elements d’Andoyer ( Andover . 192 fil l {l,g,h,L,G,H) pour le 
satellite, et {le.,ge,he,Le,Ge,He) pour le pseudo-noyau. Les angles d’Euler I, g, h, ge, he ont deja 
ete definis. On a de plus, de la meme fagon que dans le chapitre G = N, G'^ = N'^ (les normes 
des 2 moments cinetiques), H = Geos K, He = Ge cos Ke, L = Geos J, Le = Ge cos Jc, ou K et 
sont les obliquites mesurees par rapport au vecteur inertiel e^, et J et Je sont les amplitudes des 
mouvements polaires. Les composantes des moments cinetiques s’ecrivent : 


Ni = VG2 -L2sin/, 
N 2 = VG2 -L2cos/, 
Ns = L, 


Nf = ^G‘i - Bi smle, 

N 2 = yjG'e - L'f. COS /cj 

m = Be. 


Le Hamiltonien de libre rotation Hq de notre satellite est son energie cinetique ecrite dans un 
jeu de variables canoniques. Nous avons, dans les variables d’Andoyer, et apres linearisation par 
rapport aux parametres de forme Cj : 
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PLo — 


+ 


+ 


2C(1-5) + 2^(G2-L2)(G2-L2)cos(Z - Q + 2LL,^ 

+ Gl -Ll + 2^(G2-L2)(G2-L2)cos(Z - Zj) 

^^2 ((G'" - cos(20 + {Gl - Ll) cos(2/,) + 2^(G2-L2)(G2-L2 )cos(/ + /,)) 

(^<5(G2 - l2) + (G2 - Ll){2 - i) + 25^(G2-L2 )(g2_l2)cos(/ - g) 


^4 

2 C (1 -<5)2 ^ 

(^<5(G2 - L^) cos(20 + (G^ - Ll){2 


(4.42) 

J) cos(2Ze) + 25^(G2-L2)(G2-L2) cos(Z + Z,)^ , 


avec (5 = Cc/C. Ce parametre peut etre vu comme I’inertie relative du noyau. 

Nous introduisons maintenant le changement de variables canoniques suivant, de multiplicite 
l/(nC'), proche de celui que nous utilisions pour la rotation rigide fEa J2.9p : 


p = l + g + h, 
r = —h, 

= — \/2P(r^gx)sT^sin/, 

Pc — Y 9 c Y Pci 
f'c — hci 

6 = \/2Pc(l + COS Jc) sin /c, 


^ ~ nC' 

R = P(1 — cos K), 

? 7 i = g2P(l — cos J) cos I, 

p _ 

— nC^ 

Rc = Pc{l - COS Kc), 
rj 2 = \/2Pc(l + cos Jc) cos I, 


(4.43) 


Ce changement de variables a I’avantage de ne pas presenter de singularites pour de petites 
obliquites et de petits mouvements polaires. Comme le precedent, c’est un jeu de variables a 6 degres 
de liberte, alors que notre systeme n’en contient que 4. Cette ecriture permet une uniformisation 
de traitement entre le noyau et le manteau, mais les 2 degres inutiles {pc/Pc et r^/Rc) seront bien 
identifies et supprimes dans le Hamiltonien final. 

Afin d’etre coherent avec le signe moins dans les equations (j4.33p - (|4.34p et devant Ic^ Jc doit 
etre remplace par n — Jc. Les composantes des moments cinetiques s’ecrivent done maintenant 



iVf = 
N^ = 
Ni = 



?2 


i'i+v'i ’ 


V2 

i'i+vi ’ 


et le Hamiltonien de libre rotation, devenu PLi, est, apres division par nC : 
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n, = 


n 




+ 


nei 


+ + 2 ^(p - {Pc - - 66 ) 

Ci + vh^ 


2(1 - 6 


2 ( 1 -5)2 

+ 2 


I^p2 _ _ p^) V p 2 _ I'p _ 


^(^-^) 6-^) ('--«.«=)) 


+ 


ne 2 


2(1 - 5)2 U + i “ '^2 - Vl) {^2 - vl) 




_ ne 3 
2(1-5)2 

+ 25 




+ 


(4^^ - e? - ??D (??? - 6^) + (2 - ^ (46; - ei - ??i) (??i - ?i) 


2 ( 1 -5)2 

+ 25 




(4.44) 


Afin d’obtenir une formule plus lisible, on peut developper ce Hamiltonien a I’ordre 2 en 
{^l,^2,Vl,V2) ■ 




n 


2(1 - 5) 


(p^ + ^ + 2v^ (mm - 66) + 2 + 6^^^ 


-PPr 


+ 

+ 


{p ( 6 ' + ^ 1 ) + Pc ( 6 ' + r?i) + 2 /P 6 imm - 66 )) 

2^r-6r ^ " 2/R^ (,71772 + 66)) 


(4.45) 


nes 


+ 


2(1 -5)2 
ne 4 


5P ^^1 + , 71 ) + ^2 — -^ Pc ^^2 + ^ 2 ) + 25^PPc {r]irj2 — 66 ) 


sp {v!-fi) + 


2 - ^ 1 Pc (r?i - el) + 26V PPc ivim + 66) 


2(1 -5)2 

II s’agit en fait d’un developpement a I’ordre 3, le terme de degre 3 etant nul. 

Nous avons maintenant le Hamiltonien de libre rotation, il nous faut exprimer le potentiel 
gravitationnel de la planete parente. 
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Le potentiel gravitationnel du perturbateur 

Le perturbateur est la planete parente du satellite (Jupiter pour lo), qui lui applique un couple 
gravitationnel. Sans surprise, 11 s’agit du meme couple que dans le cas rigide fEa J2.,‘12p . Le potentiel 
perturbateur s’ecrit done, avec nos notations : 

V{l,g,h,J,K,t) = (ei (x| + y|) +€2 -y|)) , (4.46) 

ou, comme precedemment, (xs, ys^ %) sont les coordonnees du vecteur imitmrejDointant vers le 
perturbateur, dans le repere lie aux axes principaux d’inertie du satellite (/i, / 2 , /s). On en deduit 
la forme Hamiltonienne, impliquant I’utilisation des variables canoniques et la division par nC : 

(^1 (^5 + y|) +^2 -y|)) . (4.47) 

On en deduit le Hamiltonien total du systeme Pi a I’aide des formules (I4.44p et (I4.47|) : 


Pi-, Pc, 


-,^2,V2,P,P,r, R,Ci,m,t) 


= PLi{-,Pc,-,-,^2,'n2,-,P,-,-,Ci,'ni, -) 

+ P2{-,-,-,-,-,-,P,P,uR,^i,pi,t). (4.48) 


4.2.4 Seulement 4 degres de liberte 

Notre satellite est compose de 2 couches, un manteau rigide et un noyau fluide, il y a done 
a priori 6 degres de liberte, a savoir 3 pour orienter le manteau et 3 pour orienter le noyau. Par 
abus de langage, je passe id sous silence la dependance en temps, presente dans la position du 
perturbateur. 

Le jeu de variables lie a I’obliquite du champ de vitesses dans le fluide, (rc, Rc) n’est pas present 
dans le Hamiltonien du probleme, on pent done I’exclure comme degre de liberte. La raison est 
que la contrainte que la surface du satellite et I’interface noyau-manteau soient coaxiaux donne une 
liaison entre les obliquites de chacune des 2 couches et leurs mouvements polaires. Ils representent 
done, a eux 4, 3 degres de liberte independants. 

La norme du moment cinetique normalise du noyau, P^ apparait, mais pas la variable associee 
Pc- Pc est done une constante. Nous poserons 


Pc = 6 = Cc/C, 


(4.49) 


ce qui signifie que la vitesse angulaire du fluide est en moyenne celle du manteau. Cela signifie 
physiquement que le fluide, visqueux, repond aux sollicitations lentes mais pas aux rapides, comme 
les librati ons diurnale s. Nous verrons plus tard que cette hypothese est a la base de I’experience 
de Peale (jPeald . ll976lL visant a detecter la presence d ’ un noyau fl uide pour Mercure. Les recentes 
observations de la rotation de Mercure (j Mar got et al.l . 120071 . 120121 1 tendent a confirmer la validite 
de cette experience, done de I’hypothese de base. 


4.2.5 Retrouver les quantites physiques I Novelles et al. . 2010h 


Je donne ici un formulaire permettant de retrouver les quantites de rotation ayant un sens 
physique a partir des variables canoniques. II est extrait d’un article sur Mercure, en resonance 
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spin-orbite 3 :2. Ces formules n’utilisant pas la resonance 3 : 2, elles s’appliquent egalement aux 
corps en rotation synchrone. 

Les equations (|4.24p a (j4.29p donnent : 


Wl = 

DiNl + AcNi 

Dl-AAc ’ 

(4.50) 

0 J 2 = 

D 2 Ni + BcN 2 

Dl - BBc ’ 

(4.51) 

i 03 = 

D3Ni + GcN3 

Dl - GGc ’ 

(4.52) 

Vi = 

DiiVi + ANf 

Dl-AAc ’ 

(4.53) 

= 

D 2 N 2 + BN^ 

Dl - BBc ’ 

(4.54) 

^3 = 

D 3 N 3 + CN! 

Dl-GGc ’ 

(4.55) 


ce qui permet d’ecrire 


Nm. — Aj 


DiNI - A,Ni 


D2N^ - BcN2 


Dl-AA, ^1 + ^- Dl- 


Nl = 


BB, 

^ DiNf - AeiVi , ^ + ANf 

■^r. ^ ^ “r -L'l 


f2 + Cr 


DsNj - CcNs 

‘ Z)| - CCc 


h: 


Dj - AA, 


Dj - AA, 




Dl - BBc 


Dl - BBc 


(4.56) 


+ (^^ ^3iV|-gc^3 , ^D,N, + CNi 


Dl - CCc 


Dl - CCc 


h- 


(4.57) 


Par definition de la norme du moment cinetique G, de I’amplitude du mouvement polaire J et 
de 1’angle de precession 1, on a 


Cm sin Jm sin Imfl + Gm sin Jm cos lmf2 + Gm COS J^/s, (4.58) 

G'c sin J'c sin I'cfi + sin cos l'cf 2 + G'c cos Jcfs, (4.59) 

ce qui donne les variables Gm, Jm, ^m, G'c J'c et /(, par identification. 

La determination des angles d’Euler lies a I’obliquite et au spin du manteau hm. Km et Qm 
est un peu plus technique, elle necessite de considerer les rotations entre les differents reperes. En 
posant 



Km = Tl^ + T2^ + TsCs, 

= Tf^ + T'^^ + T'^e^, 


on a 


(4.60) 

(4.61) 
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ce qui donne : 


T,\ / 0 \ 

^2 — R'i{hm)Rl{Km)R‘i{gm) 0 

Ts; \ G- y 


On a de plus : 


Ti = G^s\n{K^)sui{hm), 
T 2 = -G^sm{Km)cos{hm), 
n = G^cos{K^). 


T^c 

rp/C 

^2 


R^{h)Ri{K)R^{g)Ri[J)R:i{l) 


( \ 

N' 2 ^ , 

V ) 


ce qui permet d’obtenir, en se rappelant que N = Nm + N^ : 


et finalement 


G”" sm{Km)sm{hm) 
G'^ sm.{Km) cos[hm) 
G^cos{Km) 


Gsin(A') sin(/i) — T['^, 
G sin(i^) cos(/i) + T 2 ^, 
Gcos(K) -Tf, 


K„ 

hn 


arccos 

arctan 


fGcos(K)-TY\ 

( G™ ) ’ 
/ Gsin(K)sin(/t) -rf \ 
\Gsm{K) cos{h) + T 2 ^) ' 


(4.62) 


(4.63) 

(4.64) 

(4.65) 


(4.66) 


(4.67) 

(4.68) 

(4.69) 


(4.70) 

(4.71) 


4.3 Comportement d’un satellite naturel 


Dans cette section je presente le comportement attendu d’un satellite en rotation s ynchrone 
assuietti au modele de Poincare-Hougli. II s’agit d’une etude n umerique que j’ ai realisee (jNovellesl . 
2 OI 2 I I a la suite d’un travail analytique de Jacques Henrard (jHenrardl . l2008l i. II s’agissait, a ma 
connaissance, de la premiere application du modele de Poincare-Hough en formulation hamilto- 
nienne a un corps en resonance spin-orbite. 


4.3.1 Etude analytique IlHenrardl . 120081 1 


Jacques voulait simuler la rotation d’lo a I’aide d’une mettiode de perturbations et d’epheme- 
rides sous une forme synthetique, c’est-a-dire quasi-periodique, avec des amplitudes numeriques 
et des angles analytiques, dependant explicitement des modes propres du systeme orbital. II uti- 
lisait directement des coord onnees cartesiennes . calculees par Valery Lainey a partir des elements 
orbitaux de sa ttieorie LI.2 ( Lainev et al. . 20061 1 . 
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Cette etude mettait en lumiere le fait que le systeme etait a 4 degres de liberte, et montrait 
que les 2 degres de liberte lies aux mouvements polaires, du satellite et du pseudo-noyau, etaient 
couples de la meme fagon que le sont la longitude et I’obliquite. Par centre, 2 modifications etaient 
faites par rapport a ce que j ’ai presente plus haut : 

- Le champ de gravite du fluide etait proportionnel a celui du satellite total, ce qui donnait 
Cl = £3 et €2 = € 4 . La complexification de I’interieur fait intervenir de plus en plus de 
parametres, il est done necessaire de simplifier les choses. Une autre possibilite d’introduire 
une liaison entre les parametres d’interieur est de faire I’hypothese de I’equilibre hydrostatique. 

- Jacques considerait que le cojmle du perturbateur ne s’appliquait que sur le manteau. C’est 
malheureusement une erreur[^, qui a pour consequence que la frequence des librations en 
longitude, ainsi que I’amplitude des librations diurnes, ne semblent pas etre affectees par le 
noyau. 

J. Henrard est decede en mars 2008 pendant le processus de reviewing de son article, et ne I’a 
pas vu paraitre. 


4.3.2 Etude numerique 

J’ai pour ma part realise une etude numerique du comportement d’un tel satellite. J’ai considere 
un satellite fictif, largement inspire d’lo (Tab. l47T|) . Son orbite est une ellipse a excentricite moderee, 
uniformememt precessante sur un plan lui-meme precessant uniformement. Son demi-grand axe o, 
son excentricite e et son inclinaison par rapport a I’equateur de la planete a J2000 I sont constantes. 
On n’a done pas, dans ce cas fictif, les perturbations gravitationnelles des autres satellites de la 
planete parente. 

L’idee etait d’essayer de comprendre dans quelle mesure les parametres d’interieur J, €3 et €4 
influaient sur la rotation, avec en arriere-pensee I’idee d’etudier la faisabilite de la determination 
de parametres d’interieur a partir d’observations de la rotation. J’ai bien trouve qu’un etat de type 
Cassini 1, e’est-a-dire ressemblant fortement a I’Etat de Cassini 1 tel qu’il a ete defini pour les corps 
rigides, etait stable pour la plupart des modeles d’lo acceptables, avec une rotation synchrone, une 
obliquite moderee, et un mouvement polaire de faible amplitude , eg rrespondant a une oscillation 
de I’axe de figure /s autour de la direction du moment cinetique Nm- 

Techniquement, I’etude etait essentiellement numerique. Elle consistait, comme d’autres etudes 
precedentes, en des simulations numeriques de la rotation au voisinage de I’equilibre attendu, pour 
differents modeles d’interieur, en fait differents noyaux fluides dans notre cas. 

Une bonne fagon d’apprehender I’influence des parametres d’interieur sur le comportement du 
systeme est d’etudier revolution des frequences propres de la dynamique de rotation cou, ujy, uj^ 
et coz- Je presenterai ensuite un cas necessitant une revision de la theorie des Etats de Cassini, ou 
I’axe de figure peut etre significativement incline par rapport au moment cinetique. 

Influence des parametres d’interieur 

Je me place ici dans les conditions ou I’etat de type Cassini 1 existe. Ces conditions sont assez 
generates, car elles supposent que I’aplatissement polaire du noyau n’est pas d’un ordre de grandeur 
superieur a celui du satellite. Pour 6 = CcjC = 0.5, la limite se situe vers €3 « ei. 

1. initialement relevee par Rose-Marie Baland, alors qu’elle commengait sa these de doctoral a I’Observatoire 
Royal de Belgique 


(^Novellesl . l2012h 
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Table 4.1 - Parametres physiques et dynamiques de mon pseudo-Io. Le moyen mouvement moyen 
n ain si que les vite s ses d e precession du noeud Cl et du pericentre w sont issus des ephemerides 


LI.2 ( Lainev et ah . 2nnfil i. Les phases, c’est-a-dire les valeurs initiates des angles, sont choisies 


arbitrairement. Ces quantites etant precessantes et non resonnantes entre elles, les phases initiates 
ne sont pas critiques. 


Parametres 

Valeurs 

GMp (planete) 

1.26712765 x 10« km^.s"^ 

QM (satellite) 

5955.5 km3.s-2 

Rp 

71492 km 

J2p 

1.4736 X 10-2 

J 2 

1.828 X 10-3 

C 22 

5.537 X 10-“^ 

C/{MR^) 

0.376856 

a 

422029.958 km 

e 

4.15 X 10-3 

I 

2.16 aremin 

n 

1297.2044725279755 rad/an 

VJ 

0.97311853791375 rad/an 

Cl 

-0.8455888497945 rad/an 

Ao(0) 

0 

ZI7o(0) 

2 rad 

^2o(0) 

0.1 rad 

ei-J2 c 

4.85066 X 10-3 

^ or* mb? 

62 — ^022 c; 

2.93852 X 10-3 


Je presente les dependances des periodes propres du systeme Tu^v,w,z = l'^u,v,w,z en les para¬ 
metres d’interieur S fTab J4.2]l . 63 fTab J4.3ll et 64 fTab J4.4l) . est plus ou moins la frequence des 
oscillations libres en longitude, est plus ou moins celle des oscillations de I’obliquite, est plus 
ou moins celle des oscillations du mouvement polaire du satellite, et plus ou moins celle des 
oscillations de I’orientation du champ de vitesses dans le fluide. Je tiens beaucoup a nuancer cette 
interpretation physique, car en realite tons ces degres de liberte sont couples entre eux, meme si 
le couplage pent etre negligeable en pratique. La simulation d’une variable de rotation quelconque 
pent en theorie faire intervenir les 4 frequences 0Ju,v,w,z- La prise en compte de ce couplage entre 
les differents degres de liberte de la dynamique de rotation constitue I’une des originalites de mes 
travaux par rapport a ce qui se fait ailleurs. Mon experience m’indique que les etudes qui regardent 
le mouvement en longitude independamment des autres mouvements sont en general trfe precises, 
et que celles qui ne regardent que I’obliquite donnent de bons resultats. 

Je montre egalement la valeur d’equilibre R* de la variable R = P(1 — cosiL). Cette valeur 
est done liee a I’obliquite d’equilibre. Les quantites obtenues ont ete identihees par analyse en 
frequences dans les solutions numeriques. 

La taille du noyau influe essentiellement sur la periode T„, ce qui resulte en une consequence 
preponderante sur I’amplitude des oscillations diurnes. Plus le noyau est grand, plus la periode 
de ces oscillations est cour te, et plu s I’ain plitude des oscillations diurnes sera importante. Pour 
memoire, = 13.25 jours ( Henrard . 120051 1 lorsque lo est rigide {5 = 0). L’influence sur les autres 
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Table 4.2 - Influence de la faille du noyau 6 = CcjC, avec es = ei et €4 = € 2 - 


6 

Tuii) 

TAi) 

A (j) 

TAi) 

R* 

0.1 

12.650 

453.259 

208.551 

1.745 

2.304 X lO""'' 

0.2 

11.926 

480.369 

185.790 

1.741 

2.365 X 10"^ 

0.3 

11.156 

504.669 

163.028 

1.736 

2.450 X 10"^ 

0.4 

10.328 

526.965 

140.264 

1.729 

2.525 X 10"^ 

0.5 

9.428 

547.734 

117.496 

1.720 

2.597 X 10"^ 

0.6 

8.433 

567.278 

94.723 

1.706 

2.680 X 10"^ 

0.7 

7.303 

585.780 

71.939 

1.685 

2.760 X 10"^ 

0.8 

5.963 

603.294 

49.130 

1.645 

2.842 X 10"^ 

0.9 

4.216 

619.394 

26.230 

1.540 

2.922 X 10"^ 


degres de liberte est plus moderee. 

Table 4.3 - Influence de I’aplatissement polaire du noyau 63 , avec 6 = 0.5 et €4 = € 2 - 


es/ei 

TuO) 

r. (j) 

A (j) 

A (j) 


R* 

0.2 

9.428 

6414.819 

117.118 

1.728 

1.040 

X 10“^ 

0.3 

9.428 

2491.673 

117.112 

1.727 

4.612 

X lO”’^ 

0.4 

9.428 

1572.784 

117.121 

1.726 

3.592 

X lO-"^ 

0.5 

9.428 

1163.452 

117.147 

1.725 

3.177 

X lO-"^ 

1 

9.428 

547.734 

117.496 

1.720 

2.597 

X 10“'^ 

3 

9.428 

254.876 

122.879 

1.695 

2.326 

X 10“'^ 

5 

9.428 

210.742 

136.657 

1.668 

2.277 

X lO”"^ 

6 

9.428 

200.875 

148.926 

1.655 

2.268 

X 10“^ 

7 

9.428 

194.454 

168.492 

1.641 

2.260 

X lO-"^ 

8 

9.428 

189.284 

201.639 

1.628 

2.256 

X lO-"^ 

9 

9.428 

185.621 

278.943 

1.616 

2.251 

X 10“'^ 


L’aplatissement polaire du noyau €3 semble avoir surtout une influence sur I’obliquite, comme le 
suggerent les colonnes et R*. En particulier, I’obliquite semble plus importante lorsque le noyau a 
une section meridienne proche du cercle. II faut garder a I’esprit que j’ai impose au champ de gravite 
de mon pseudo-Io de conserver les valeurs mesurees par Galileo, tout en faisant varier la forme de 
son noyau. Un lo realiste qui aurait un noyau spherique aurait probablement un autre champ de 
gravite, done ce resultat doit etre plus considere comme un comportement mathematique du systeme 
dynamique regi par le Hamiltonien (I4.48p que comme un resultat planetologique. L’actuel manque 
de donnees sur I’interieur et la rotation des satellites naturels n’exclut pas de bonnes surprises pour 
le futur. 

L’ellipticite equatoriale du noyau €4 semble, elle, avoir une influence tres limitee. On pent 
constater numeriquement des variations, mais sans reelle influence. 

La principale information a retenir est que les librations diurnes en longitude sont une signature 
de la faille du noyau, mais pas de sa forme. Ainsi, il est pratiquement equivalent, dans des etudes 
se focalisant sur le mouvement en longitude, de considerer le noyau comme spherique. L’etude est 
dans ce cas plus facile car la resultante du couple de pression a I’interface noyau-manteau est nulle, 
on pent done considerer le satellite comme un corps creux, en substituant dans les equations la 
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Table 4.4 - Influence de I’ellipticite equatoriale du noyau 64 , avec 6 = 0.5 et €3 = ei. 


e4/e2 

Tu(j) 

Ty(j) 

(j) 

T. (j) 

R* 

0 

9.428 

545.949 

117.771 

1.7199 

2.5996 X 10"'' 

0.1 

9.428 

546.128 

117.718 

1.7199 

2.5998 X 10"^ 

0.5 

9.428 

546.841 

117.563 

1.7199 

2.5954 X 10"^ 

1 

9.428 

547.734 

117.496 

1.7198 

2.5967 X 10"^ 

3 

9.428 

551.316 

118.652 

1.7195 

2.6070 X 10"^ 

5 

9.428 

554.914 

122.283 

1.7193 

2.6069 X 10"^ 

10 

9.428 

564.010 

149.248 

1.7186 

2.6248 X 10"^ 


rotation rigide le moment d’inertie polaire du manteau Cm = C — Cc a celui du satellite C. Dans 
ce cas, on a 


(4.72) 

n V 3(722 

On pent egalement remarquer que la periode liee aux oscillations libres dans le fluide, T^, est 
proche de la periode orbitale 1.769 jour. J’ai longtemps pense que cela pouvait etre une source de 
phenomenes resonnants, mais n’y ai jamais ete confronte dans les simulations. Mon sentiment est 
que s’il peut y avoir une situation de quasi-resonance entre Uz et la frequence, elle n’ira pas plus 
loin que de rendre le mouvement polaire dans le noyau significatif. Ce phenomene serait difficile a 
observer, une piste pour cela est de mesurer le champ magnetique. 


Une bifurcation ... 

La simulation numerique d’une trajectoire proche de I’equilibre dynamique doit donner, en 2 
dimensions, une section de forme elliptique, traduisant des petites librations autour de cet equilibre. 
Pour un noyau tres allonge, j’obtiens la Fig J4.31 




Til ti2 

Figure 4.3 ” Trajectoire passant proche de I’equilibre J = = 0 pour 6 = 0.5, 63 = lOei et €4 = 0. 

La trajectoire en papillon suggere que cet equilibre est instable, mais que 2 equilibres stables sont 
presents dans les lobes. 
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Je n’ai compris cette figure que grace a une discussion avec Nicolas Delsate. Elle suggere en fait 
que I’equilibre attendu au centre du repere est bien un equilibre, mais qu’il est instable. Par centre, 
2 equilibres stables apparaissent, qui impliquent que pour un tel interieur, I’axe de figure /s peut 
etre en moyenne significativement desaxe par rapport au moment cinetique. Afin de comprendre et 
predire ce ptienomene, j’en ai realise une etude analytique, en partie a I’aide du logiciel Maple. 

Nous partons pour cela du Hamiltonien R lEa 14.48(1 . dans lequel les coordonnees du vecteur 
unitaire planete-satellite sont, dans le repere inertiel : 


— cos Aq, 

(4.73) 

yi = - sin Ao, 

(4.74) 

Zi = 0. 

(4.75) 


Ici je neglige I’excentricite e, I’inclinaison I, les precessions w et fi- Ceci rend invalide le calcul de 
I’obliquite, je neglige done egalement ce degre de liberte. 

Afin de faire apparaitre la resonance spin-orbite, j’introduis le changement de variables cano- 
nique suivant : 


a =p- Xo + TT, P, 

6 , Vi, (4.76) 

6 , m, 

ou a est I’argument resonnant. Ce changement de variable dependant lineairement du temps, il 

necessite d’ajouter —nP au Hamiltonien du probleme. 

Apres moyennisation des courtes periodes pour faire disparaitre Aq, j’ai exprime les equations 
de Hamilton : 


da 

dH 

iL — 

dH 

dt 

~ (9P’ 

dt 

dcr ’ 


_ m 

drii _ 

dH 

dt 

drii ’ 

dt 

dii 

d^2 

_ dH 

dr}2 _ 

dH 

dt 

dr]2 ’ 

dt 

di2 


(4.77) 


Je cherche a etudier la stabilite de I’equilibre defini par 
.^1 = .^2 = 0 pour simplifier les equations et j’obtiens 


Vi = ^2 = V 2 = 0. Je pose 


1 da 
n dt 


= -1 + 


P-Pc 

1-6 


Vi 


2 ( 1 -J )2 
ViV2 {Pc-vi/^) 


(ei — €2 — des + ^^ 4 ) + 


^2 


2(1-6) ^PPe - Pt] 1/4 - PcrfjA + PW 2 /IQ 


1 + 


2(1 - J) 

ei - £2 - <^£3 + <^£4 


(4.78) 


+ 


1-6 
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n dt 


t A I X ^ , 

(Cl — €2 — Oe3 + 064) + + 


ni 


{ 1 - 6 ) 


1-6 2(1-5)2 


(—ei + €2 + 5e3 — 5e4) 


r?fr /2 (r?|/4 - Pc' 


4(1 - 6)^PP^^P^gi4^^P^^li4^^^^^% 

+ Y^\/^Pc - Pr?i/4 - ^’cr??/4 + r?fr?i/16 (^1 + 


1 + 


ei - €2 - <^€3 + <^£4 


1-5 

ei - €2 - <^€3 + (^£4 
1^5 


mvl 

2(1 - 5) 
(4.79) 


et 


1^ 

n dt 


+ 

+ 

+ 


mPc 
(1-5)2 

2(1 -5)2 


Cl ~ £2 + 7 ~ 2 I £3 + 2 — — I €4 ) + 




1-5 


—ei + 62 + 2 —r)e3+ — — 2)e4) — 




m??2 (^ 1/4 - -P) 


4(1 - 6 )^PPc - Prill4 - P,r]\/4 + r?2r?2/l6 

m 


1 + 


2(1 - 5) 

ei - e2 - 563 + <564 


1-5 


y^PPc - Pr?2/4 - Pcr?2/4 + + 


1-5 

ei - e 2 - 563 + <^64 

r ^5 


(4.80) 


Pour 63 = IO 61 , 64 = 0 et 5 = 0.5, les racines reelles de ce systeme sont 

- P = 1.046772470, r/i = 1.446908787, 7/2 = -1.023119016 

- P = 1.002812138, r/i = 0.2502391659, r /2 = -0.1690724173 

- P = 1, 7/1 = T/2 = 0 

- P = 1.002812138, 7/1 = -0.2502391659, 772 = 0.1690724173 
P = 0.3489241565, 7?i = 0.8353731582, 772 = -0.5606980247 

alors qu’elles sont, pour 63 = 96i, 64 = 0 et 5 = 0.5 : 

- P = 1.041484268, 771 = -1.443249317, 772 = -1.020531379 

- P = 0.3471614224, 771 = -0.8332603709, 772 = -0.5892040580 

- P = 1, 771 = 772 = 0 

- P = 0.9978852209, 771 = -2.010693353, 772 = -1.421011855. 

On remarque que dans les 2 cas, la position d’equilibre classiquement attendue, (P = 1, 771 = 
772 = 0) est presente. Pour 63 = IO 61 , 2 positions d’equilibre symetriques apparaissent avec P qui 
reste tres proche de 1. Ces positions sont visibles sur la Fig J4.3l 

Pour etudier la stabilite de I’equilibre classique, posons = .^2 = 0, P = 1 et Pc = 5 dans le 
Hamiltonien moyenne, ceci donne la quantite S : 
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— 

a — 

1 + - 


( 

3 

+ 


"2 + 


/ 

3 

+ 


"2 “ 

+ 

(es 

-m)( 


1 - 5 + r]f 6 + ri^- r?fr?|/2 

2(1 - 5 ) 


2(1 -5)2 


+ 


1-5 


2(1-5)2 l-5y 

-5^2 + ^2(1 _ 25) + 5^4/4 + ^4/2(1 _ 1/(25)) 
2(1-5)2 


(4.81) 


5 a 

1-5 


avec 


mm ^ L + V 2 , 

T^V ^ + 


(4.82) 


S n’est pas un Hamiltonien car les variables et ^2 sent considerees comme des constantes alors que 
leurs moments associes rji et 7/2 peuvent varier. Pour connaitre la stabilite du point {rji = 0 , 7/2 = 0), 
il faut etudier les derivees secondes de 5 en ce point. Soit la matrice hessienne 


M 


( d^S d^S \ 

I dT)'f driidrj2 | 

1 d^S d^S I 

\ dri2dr]i dr)^ / 

1 ( m-m + 5 {eA -63 + 1-5) 

(5 - 1)2 y ^/ 5 {l - 5 + 61 - 62 + 5(64 - 63 )) 


(4.83) 


V 5{1 - 5 + 61 - 62 + 5(64 - 63 )) \ 
1 — 5 + 5(61 — 62 — 263 + 264 ) j 


un minimum de S, correspondant a un equilibre stable, est atteint lorsque les 2 valeurs propres de 
A^, Ai et A 2 , sont reelles et positives. J’ai 


avec 


Ai — /3 + 

h = 13- 


Va 

2 

Va 


(4.84) 

(4.85) 


et 


1 — 5^ + (61 — 62)(1 + 5) + (63 — 64)(1 — 35) 
2 


(4.86) 


A = (i-52)^-2(6i- 62)(1 - 75 + 752-53) + 2(63 - 64)(1 - 35 - 52 + 35=^) 

+ (ci ~ £2)^(1 + 5 )"^ + 2(6164 + 6263 — 6163 — 6264)(1 — 25 + 55 ^) 

+ (63-64)^(1-25 + 52 + 453). 


(4.87) 
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Des evaluations numeriques montrent que Ai est toujours positive, et que A 2 Test en general, 
sauf si €3 est suffisamment grand, c’est-a-dire an dela de ~ 9.4ei pour 6 = 0.5. Le point defini par 
{t]i = 0 , 7^2 = 0 ) est un point-col, et I’equilibre associe est instable. A 2 > 0 est done une condition 
de stabilite de la position d’equilibre pressentie. 


Ceci fait penser au debut d’un plienomene de cascade de type Feigenbaum (jFeigenbauml . Il979h . 
ou en augmentant le parametre incrimine, ici € 3 , on aurait la creation successive d’equilibres stables 
et instables, de plus en plus nombreux. II s’agit d’un phenomeme relativement classique dans les 
systemes dynamiques, un exemple recent en mecanique celeste est la stabilite de la resonance 
coorbitale lorsque le petit corps piege au yoisinag e d’un des points de Lagrange L 4 et L 5 a une 
masse superieure a la limite de Gascheau f Sicardv . 201011 . Bien entendu, ceci ne pent etre affirme 
sans etude prealable, or je n’ai pas explore cette partie de I’espace des parametres, un €3 modere 
me paraissant plus realiste... 

La question de I’application planetologique de cette bifurcation se pose reellement. Si le corps 
est a I’equilibre hydrostatique, alors la forme de I’interface noyau-manteau depend de la forme de 
la surface, de la distribution de masse au sein du satellite, et de sa frequence orbitale, egale a sa 
vitesse de rotation. Dans ces conditions, il parait difficile d’obteni r une interface noyau -manteau 
aussi allongee. Le modele de formation des satellites de Saturne de ICharnoz et al.l (j 201 ll l autorise 
la formation du noyau d’elements lourds au bord des anneaux, qui sera plus allonge car ayant une 
vitesse orbitale plus importante, avant enrobage de silicates. Dependant, ce noyau contiendra une 
graine, c’est-a-dire un noyau interne solide. Pour que notre modele soit acceptable, il faudrait que 
la graine soit suffisamment petite pour que son infiuence puisse etre negligee. 

Apres cette etude ttieorique du comportement d’un satellite assujetti au modele de Poincare- 
Hough, je I’applique dans le cas realiste d’lo. 


4.4 Application a lo 

Le passage d’une etude purement mattiematique comme celle que je viens de montrer a une 
application necessite notamment de modeliser le mouvement orbital et I’interieur de facon realiste . 


Pour le mouvement orbital d’lo autour de Jupiter, j’ai utilise les ephemerides LI.2 (jLainev et al. 


200611 . Les modes propres orbitaux sont les memes que pour Callisto, cf. Tab ESI H est a noter 
que lo est dans une resonance de moyen mouvement 4:2:1 dite laplacienne, ou de Laplace, 
impliquant egalement Europe et GanymMe. Gette resonance, d’argument Ai — 3 A 2 -|- 2 A 3 , a une 
libration d’amplitude de I’ordre du demi-degre, et de periode 5.639 ans. De plus, la proximite de 
la resonance de moyen mouvement 2 : 1 avec Europe implique 2 oscillations significatives dans la 
longitude d’lo, d’amplitudes respectivement 81 et 40 km, et de periodes 463 et 483 jours. 


4.4.1 6 modeles d’interieur 

Il faut considerer ici une modelisation realiste de I’interieur d’lo. Pour cela, j’ai pris comme 
contraintes les donnees observees fTab J4.5]) . 

D’apres la litterature, nous dev ons considerer un noya u fluide d’elements lourds, contenant 
du fer, et peut-etre aussi du soufre ( Anderson et al. . 199(]l l. Ge noyau a une masse volumique pc 
comprise entre 8000 kg/m^ (fer pur) et 5150 kg/m^ (melange eutectiqueEl de fer et de soufre. 


2. L’eutectique est la limite entre la phase liquide et la phase solide. Si le noyau contenait plus de soufre, alors il 
serait solide. 
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Table 4.5 - Parametres de forme et champ de gravite d’lo. I n’a pas ete mesure independamment 
des autres parametres, il est deduit des valeurs mesurees de J 2 et C 22 combinees avec I’hypothese 
de Pequilibre hydrostatique. _ 


Parametre 

Valeur 

Source 

Masse volumique moyenne p 

3527.8 ± 2.9 kg/m^ 

Anderson et al. ('2001b') 

J2 

(1.8459 ± 0.0042) x lO"^ 

Anderson et al. ('2001b') 

C22 

(5.537 ±0.012) X 10-^ 

Anderson et al. ('2001b') 

1 / {MR^) 

0.37685 ± 0.00035 

Anderson et al. ('2001b') 

Rayon moyen R 

1821.49 km 

Archinal et al. 12011') 

Rayons a xb x c 

1829.4 X 1819.4 x 1815.7 km 

Archinal et al. ('2011') 


Usselman ( 1975l P. Pour le 


manteau, 


Anderson et al.l ( 2001bll ont considere 2 possibilites : soit 


une croute fine (<50 km) de faible densite (<2600 kg/m^), on une croute tres fine (negligeable) 
surmontant une asthenosphere plus epaisse (de 100 a 200 km) d’une masse volumique comprise 
entre 3000 et 3200 kg/m^. 

Afin d’integrer ces differentes possibilites, j’ai considere 6 modeles d’interieur pour lo : 

- Modele 1 : noyau de fer pur et manteau homogene, 

” Modele 2 : noyau eutectique de fer et soufre, manteau homogene, 

- Modele 3 : noyau de fer pur, croute de 30 km, 

- Modele 4 ■' noyau eutectique de fer et soufre, croute de 30 km, 

- Modele 5 : noyau de fer pur, asthenosphere de 150 km, 

- Modele 6 : noyau eutectique de fer et soufre, asthenosphere de 150 km. 

Pour cela, nous avons besoin de 8 ou 12 parametres d’interieur : 

“ Pc: Pm: Ps ■ masses volumiques du noyau, du manteau, et eventuellement de la couche externe 
(croute ou asthenosphere), 

- Uc X be X Cc '. rayons de I’interface noyau-manteau, 

- Om X bm X Cm ■ rayons de I’interface manteau-couche externe, si elle existe. 

Les contraintes que j’ai imposees permettent de trouver de fagon unique les parametres man- 
quants, sans utiliser I’hypothese de I’equilibre hydrostatique. Un autre choix possible aurait pu etre 
d’autoriser des variations des parametres d’interieur, par exemple permettre a la masse volumique 
du noyau pc de prendre n’importe quelle valeur entre les 2 extremes que constituent le noyau de 
fer pur et le melange eutectique fer-soufre, autrement dit permettre au noyau de contenir un peu 
de soufre, sans atteindre la limite eutectique, d’imposer I’equilibre hydrostatique, et de conserver 
ensuite uniquement les modeles d’lo qui satisfont les contraintes observationnelles 1 Tab 14.5)1 . 

Les contraintes observationnelles donnent directement 


A 

= 1.11149 X 10^° kg.km^ 

(4.88) 

B 

= 1.11805 X 10^° kg.km^ 

(4.89) 

C 

= 1.12024 X 10^° kg.km^ 

(4.90) 

ei 

= 4.88230 X 10“^, 

(4.91) 

£2 

= 2.92901 X 10"^. 

(4.92) 


A partir des definitions de la masse et des moments d’inertie fEo. 12.2112.41 fc ITTni4.8|l on obtient 
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Rr = 


/ {P - Ps) + Rl, {Ps - Pm) \ 

\ Pc ~ Pm j 

2 PcRc + Pm {Rm ~ Rc) + Ps {R^ “ Rm) 


Mi?2 


A = 


B = 


5 

(^PcO'cbcCc (be Pm (^mbmPm (^m Y CLcbcCc (b^ Y 

+Ps (abc (b^ + - ambmCm (bin + c: 


pi?2 


(4.93) 

(4.94) 

(4.95) 

(4.96) 

(4.97) 

ce qui permet de retrouver de faqon unique les parametres manquants, a savoir Rc (rayon moyen 
du noyau), pm, Oo be et Cc iTab Jd.dj) . Les parametres requis par le modele de rotation de Poincare- 
Hough sont donnes dans la Tab J4.7[ 


47r 

15 


(pcO^cbcCc (^c Pm (^mbmCm (^m CLcbcCc (cL^ -|- q 


YPs (o-bc (ci -|- C ^ ClmbmCm (^m 4” ’ 


C — (pcCCcbcCc 4 ” bc^ Y Pm (cLjyibmCm (^m 4 “ OjcbcC-c 4 “ be'j^ 

+Ps (abc (a^ + b^J - ambmCm (o^ + bl 


Table 4.6 - Parametres physiques de nos 6 modeles d’lo. 2 extrema sont consideres pour le noyau : 
fer pur (modeles 1, 3 &: 5), et melange eutectique de fer et soufre (modeles 2, 4, &: 6). dg est 
I’epaisseur constante de la croute ou de I’asthenosphere. 


Modeles 

Pc 

(kg/m^) 

pm 

(kg/m^) 

Ps 

(kg/m^ 

dg 

(km) 

dc 

(km) 

be 

(km) 

Cc 

(km) 

Rc 

(km) 

1 

8000 

3291.465 

~ 

0 

690.411 

660.545 

663.908 

671.904 

3 

8000 

3377.242 

2400 

30 

657.994 

623.714 

629.205 

635.355 

5 

8000 

3409.044 

3100 

150 

650.283 

614.596 

620.705 

628.935 

2 

5150 

3243.815 

- 

0 

978.846 

958.372 

959.124 

965.144 

4 

5150 

3337.988 

2400 

30 

936.963 

913.946 

915.956 

922.517 

6 

5150 

3351.865 

3100 

150 

936.495 

913.320 

915.379 

921.963 


Table 4.7 - Les parametres du modele de Poincare-Hough. Pour chacun d’entre eux, on a ei = 
4.88230 X 10“3 et 62 = 2.92901 x lO"^. 


Modeles 

es 

£4 

(I 

esAi 

£ 4/62 

1 

1.722 X 10"^ 

2.210 X 10-2 

1.654 X 10-2 

3.527 

7.544 

3 

1.836 X 10-2 

2.673 X 10-2 

1.270 X 10-2 

3.760 

9.125 

5 

1.877 X 10-2 

2.819 X 10-2 

1.188 X 10-2 

3.844 

9.625 

2 

0.980 X 10-2 

1.057 X 10-2 

6.503 X 10-2 

2.007 

3.608 

4 

1.029 X 10-2 

1.243 X 10-2 

5.175 X 10-2 

2.107 

4.245 

6 

1.033 X 10-2 

1.253 X 10-2 

5.160 X 10-2 

2.115 

4.277 


On pent remarquer la faible valeur du parametre 5 = CcjC. II faut garder a I’esprit que le 
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moment d’inertie est sensible a la puissance 5 de la distance au centre. Une masse importante 
proche du centre aura une influence negligeable sur les moments d’inertie. Ceci permet d’anticiper 
que I’amplitude des librations en longitude sera dans tons les cas relativement proche de I’amplitude 
donnee par le modele rigide. 

4.4.2 Les variables de rotation 

Comme dans mes etudes precedentes, j’ai realise, pour chacun des 6 modeles d’interieur, des si¬ 
mulations numeriques en propageant des conditions initiates correspondant a I’equilibre dynamique 
qui s’apparente a I’Etat de Cassini 1. Les periodes des oscillations propres sont donnees Tab J4.8l 


Table 4.8 - Periodes des oscillations propres autour de la rotation d’equilibre. 


Modeles 

Tu 

% 

T 

w 

T, 


(j) 

(j) 

0) 

(j) 

1 

13.2322 

166.3520 

225.0927 

1.7382 

3 

13.2580 

164.5679 

225.7442 

1.7368 

5 

13.2634 

164.2023 

225.8303 

1.7362 

2 

12.9018 

127.7468 

213.9738 

1.7545 

4 

12.9931 

121.0550 

216.9747 

1.7537 

6 

12.9942 

120.8621 

217.0118 

1.7536 


On distingue clairement 2 groupes, selon la presence ou non de soufre dans le noyau. On pent 
done imaginer au mieux 2 types de comportement, chacun associe a un de ces groupes. On pent 
notamment remarquer que la periode des oscillations libres dans le fluide, T^, est bien plus proche 
de la periode de rotation (1.769 jour) avec du soufre que sans. On peut done anticiper que, dans ce 
cas, le desaxage du champ de vitesses dans le fluide est bien plus important. 

Pour representer la rotation a I’aide de quantites ayant un sens physique direct, j’ai considere 
les variables suivantes : 

- librations physiques du manteau 7m, 

- obliquite du manteau par rapport a la normale instantanee a I’orbite, 

- amplitude du mouvement polaire Jm, 

- desaxage du champ de vitesses dans le fluide Jc. 

L’evolution temporelle de ces variables est donnee dans la Fig J4.4l pour le Modele 1 et dans la 
Fig J4.5l pour le Modele 2. 

On remarque effectivement que le desaxage du fluide Jc est bien plus important quand le noyau 
contient du soufre, mais les quantites restent tres faibles (25 secondes d’arc centre 9), et done leur 
implication planetologique est probablement tres limitee. Le mouvement polaire du manteau est 
au maximum de ~ 4 metres, ce qui est negligeable, et I’obliquite est au maximum de I’ordre de 
10 secondes d’arc dans les 2 cas. Les librations physiques presentent des termes a longue periode, 
e’est pourquoi j’en propose une decomposition quasi-periodique, obtenue par analyse en frequence 
iTabirm. 

On peut voir que ces librations sont tres fortement affectees par les perturbations Furopeennes 
(indice 2), ce qui illustre I’importance de la resonance laplacienne et de la quasi-resonance 2 : 1 
associee. Le deuxieme terme, de periode 1.76276 jour, sera celui susceptible de donner des infor¬ 
mations planetologiques. D’une part, sa periode est la plus proche de la periode des oscillations 
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propres T„, done son amplitude est la plus sensible a I’interieur, plus precisement a la taille du 
noyau (parametre S = CcjC). D’autre part, sa courte periode en facilite la detection. 

La Tab. I4.1UI donne la decomposition quasi-periodique de I’obliquite du manteau e^- H s’agit 
d’un petit signal, mais qui presente des variations significatives de sa valeur moyenne. La Tab Jd.llI 
rassemble les quantites de rotation simulees pour les 6 differents modeles. 

Ce dernier tableau confirme que le parametre d’interieur le plus discriminant est bien la masse 
volumique du noyau pc- Cependant, la variation dans I’amplitude du terme a 1.76 jour dans les 
librations est inferieure a 2 secondes d’arc, soit ~ 18 metres. Les mesurer avec une telle precision 
n’est pas envisage pour I’instant, leur detection etant en soi un defi. 

On pent, pour cette etude, parler de resultat negatif. C’est pourquoi il a fait I’objet d’une note. 
Je tiens a remercier Alessandro Morbidelli qui, agissant en sa qualite d’editeur associe A Icarus, 
en a accepte la publication. L’un des reviewers en avait en effet propose le rejet, estimant qu’un 
resultat negatif avait plutot sa place dans une revue plus specialisee. 

4.5 Vers une modelisation non lineaire du fluide .. . 

Pour I’instant nous avons considere que le fluide avait le comportement le plus simple possible, 
e’est-a-dire que son champ de vitesse etait uniforme et que son moment cinetique etait de norme 
PcuC constante. Nous avons en fait neglige I’influence de comportements non lineaires. Nous allons 
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Date 

Figure 4.5 - La rotation du modele 2 (le noyau est 


Date 

un melange eutectique de fer et de soufre). 


id en discuter. 


4.5.1 Pourquoi considerer Pc comme constant 

C’est I’hypothese de Pc = SnC constant qui permet d’obtenir une amplitude de librations 
diurnes qui depend de la taille du noyau. Ceci semble confirme par les observations des lib rations 


de la Lune ( Koziel . 1967 : Williams et al. . 1973) et de Mercure ( Margot et al. . 2007 . 2012h . Poser 


Pc{t) = SP{t) revient a dire que le noyau suit rigidement le manteau, on aurait ainsi le meme 
comportement que si lo etait rigide. 

La condition de non-glissement indique qu’a I’interface noyau-manteau, le fluide doit suivre le 
mouvement du manteau. II y a done une fine couche turbulente, dite couche d’Ekman, a la limite 
externe du fluide, qui serf de zone de transition entre le manteau et la zone ou la norme du moment 


cinet ique est constante. L’epaisseur typique de la couche d’Ekman est d = \pujD (jGreenspan . 
196811. ou V est la yiscosit e cinematique du fluide et Ll = n est sa frequence de rotation. Pour lo, 
Kerswell fc Malkus ( 1998l l utilisent u = 10“® m^/s, ce qui est compatible avec melange de fer et de 
soufre, ce qui donne d = 0.16 m. Pour obtenir une couche d’Ekman d’un kilometre, il faut v = 36 
m^/s. En fait, la viscosite ne dev rait pas etre consta nte mais devrait augmenter a mesure qu’on se 
rapproche du centre du satellite ( Rutter et al.l . [iooil l. Pour I’anecdote, I’extremum de viscosite qui 


ait ete mesure est u = (2.09 x 10^ ± 4.6 x lO'^) m^/s pour le bitume, lors de I’experience dite de la 
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Table 4.9 - Decomposition quasi-periodique des librations physiques du manteau 7m • Les series 
sont en sinus._ 



Amplitude 

(arcsec) 

Frequence 

(rad/an) 

Phase 

(J2000.0) 

Periode 

(j) 

Identification 

1 

-39.792 

4.96186 

-172.463° 

462.514 

Ai — 2 A 2 -|- 1372 

2 

-30.731 

1301.919 

60.879° 

1.76273 

2Ai - 2 A 2 

3 

-20.139 

4.76032 

-66.209° 

482.097 

Ai — 2 A 2 -|- 1373 

4 

-17.601 

1.11413 

151.694° 

2059.835 



Table 4.10 - Decomposition quasi-periodique de I’obliquite du manteau Cm dans le Modele 1. Les 
series sont en cosinus. _ 



Amplitude 

(arcsec) 

Frequence 

(rad/an) 

Phase 

(J2000.0) 

Periode 

(j) 

Identification 

1 

7.88143 

0 

0 ° 

00 

est 

2 

2.35206 

8.374973 

-15.890° 

274.023 

2 Ai — 4A2 -|- Lli -|- LI 2 

3 

0.50730 

0.637684 

-73.351° 

3598.855 

^2 — ^1 

4 

0.17966 

16.74995 

148.219° 

137.011 

3Ai - 5 A 2 - 2 A 3 -h 2 Di -h 2 D 2 

5 

0.07709 

7.737289 

-122.540° 

296.607 

Ai — A 2 — 2 A 3 -|- 2 Di 

6 

0.06353 

1.904935 

35.863° 

1204.731 

2 X:^ - Di - 0 :^ 


goutte de poix (jEdgeworth et al.l . ll984lL Cette experience est en cours depuis 1927 a I’Universite du 


Queensland a Brisbane, QLD, Australie. Elle consiste a observer la formation et chute des gouttes 
de bitume. La neuvieme goutte est tombee le 24 avril 2014. Cette experience a regu le prix Ig Nobel 
de physique en 2005. 


4.5.2 Lien avec I’equation de Navier-Stokes 


La dynamique d’un fluide est en fait regie par I’equation de Navier-Stokes. Cette equation est 
une reference d ’ egnat ion aux derivees partielles non lineaires. Je la presente ici sous la forme donnee 
par ICreenspanl ()l968l l : 


—q + (^q- gradj q + 2uj x q = - grad{p) — v rot (jot {q)'^ — r x —, (4.98) 

ou elle s’applique a une particule de fluide, avec 

- q : vitesse de la particule dans un repere tournant, 

- u : vecteur rotation instantanee du systeme tournant, ses coordonnees etant (cji, W 2 , cus), 

- p : masse volumique du fluide, 

- r : vecteur position de la particule dans le repere tournant, 

- p = P + fM — pI2 {uj X f) oil P est la pression du fluide, et U un potentiel externe. p est 
homogene a une pression, on I’appelle pression reduite, 

- V est la viscosite cinematique du fluide. 

Nous avons, dans notre cas : 
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Table 4.11 - Les variables de rotation pour les difFerents modeles. 


Modeles 

7m 

'Im 

Jm ^ 

<Jc> 




(462 j) 

(1-76 j) 




(274 j) 


(arcsec) 

(arcsec) 

(mas) 

(arcsec) 

(arcsec) 

(arcsec) 

1 

39.82462 

30.73077 

136.592 

5.89884 

7.88443 

2.35306 

3 

39.82475 

30.60912 

135.689 

5.52936 

7.87640 

2.33113 

5 

39.82475 

30.58332 

138.148 

5.41307 

7.87537 

2.32659 

2 

39.82303 

32.35491 

139.912 

15.82812 

8.14896 

3.60967 

4 

39.82346 

31.89343 

140.550 

13.13468 

8.06166 

3.08910 

6 

39.82345 

31.88809 

136.018 

12.78276 

8.04716 

3.07908 


/ {a/c) 1^2X3 - {a/b) 1^3X2 \ 

q= {b/a)iy 3 Xi - {b/c)viX 3 . (4.99) 

y {clh)viX2 - {c/a)v2Xi J 


Dans un cas extremement simplifie on on neglige la viscosite I’acceleration convective \^q ■ grad 
et la pression reduite p, la formule (I4.98p s’ecrit 

d -> 

—q + 2uj X q = 0, (4.100) 

c’est-a-dire 


dvi 

dt 


+ 2{uj2r'3 


dv2 

dt 


+ 2(a;3Z/i 


di^3 

dt 


+ 2{uiV2 


UJ3V2) 

LOiI^s) 

L02l^l) 


Pour comparaison, la formule (I4.33|) s’ecrit : 


0 , 

0 , 

0 . 


(4.101) 


A 


B 


dioi 

dt 

d0J2 

dt 


+ D 


+ D2 


dui 

dt 

du2 

dt 

dv3 


dt 


{B0J2 + D2V2)^3 ~ {C0J3 + 031X3)102, 
{Cl 03 + 031X3)0:1 - {AuJi + DilXi)uJ3, 

{Auji + DiVi)ui 2 - {B 002 + 021 x 2 ) 001 . 


(4.102) 


Les systemes d’equations (I4.10ip et (|4.102p presentent des similarites, la principale difference 
etant que les moments d’inertie apparaissent dans le systeme fl4.102p . Ces dernieres equations 
doivent etre considerees comme globales, c’est-a-dire qu’elles considerent le noyau fluide dans son 
ensemble, tandis que le systeme f|4.10ip se rapporte a une particule de fluide. 
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4.5.3 L’instabilite elliptique 

L’instabilite elliptique est un ph enomene obs erve experimentalement par Pierrehumbert ( 198fil l 


et explique pour la premiere fois par lBavlvl ( 19861 1 . il s’agit d’un phenomene resonnant dans le fluide, 
provoque par un forgage periodique, qui produit des ondes inertielles dont I’amplitude pent croitre 
exponentiellement. II en resulte des turbulences dans le fluide. Nous pouvons etudier la stabilite 
du champ d e vitesses dans le fluide a partir de la vitesse de croissance a pour une perturbation 
arbitraire v (jKer swell Rr, Malkusl. Il998ll : 


a{t) = 


1 din < if/2 > < V ■ VU ■ v > 


2 dt < iP > 

ou U est le champ de vitesses dans le fluide, a priori suppose lar ninaire. et <> est un e moyennisation 
sur le volume. Le flux est stable pour cr < 0, et instable sinon. ICebron et al.l ([20121) ont recemment 
propose la formule suivante, dans le contexte d’un corps triaxial perturbe par un primaire, en 
negligeant I’obliquite et le mouvement polaire, et sous I’influence d’un champ magnetique : 


(4.103) 


. = 2.62(1 


(4.104) 


avec 

- e : amplitude des librations physiques diurnes (cf. Tab J4.11]l . 

- P = (a^ — b‘/.)/{a^ + bl) est un parametre d’elongation equatoriale du noyau, 

- r] : rapport entre les rayons interne et externe de la couche liquide. r] = 0 dans notre cas 
puisque nous n’avons pas de graine, 

- E = vjinRpp) : nombre d’Ekman, une sorte de viscosite adimensionnee, 

- A = a(,BQ/{npc), ou est la conductivite electrique du fluide et Bo I’intensite du champ 
magnetique : nombre d’Elsasser. C ette contributio n du champ mag n etiqu e vient de la gene¬ 
ralisation par Cebron et al. ( 2012l l d’un resultat de Her reman et al. ( 2009l l. 


Table 4.12 - Vitesse de croissance a, et le temps associe. 


Modeles 

a 

(/an) 

1/(7 (ans) 

1 

1.142 

X 

10“^ 

875 

3 

1.561 

X 

10-3 

640 

5 

1.700 

X 

10-3 

588 

2 

3.325 

X 

lO-'’^ 

3008 

4 

2.260 

X 

10-^ 

4425 

6 

2.353 

X 

10-"^ 

4250 


Les resultats sont donnes dans la Tab 14.121 et indiquent que a est toujours positif, autrement 
dit que le noyau d’lo doit etre sujet a I’instabilite elliptique. Neanmoins, il est “moins instable” 
lorsque le noyau con t ient d u soufre. Cette inst abilite pour lo a e te pou r la premiere fois suggeree par 
Kerswell fc Malkus ( 1998I L et confirmee par Her reman et al. ( 2009l l en incluant I’effet du champ 


magnetique. Ces derniers auteurs obtienne nt un temps caracte ristique l/d d’environ 63 ans, done 
leur lo est bien plus instable que les miens. ICebron et al.l (|2012|) trouvent en revanche un lo stable, 
e’est-a-dire cj < 0. La difference entre leur etude et la mienne reside principalement dans I’elongation 
equatoriale de I’interface noyau-manteau. Les miennes sont plus allongees que la leur, ce qui resulte 
d’hypotheses differentes sur la construction des modeles d’interieur. 
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Ces desaccords e ntre auteurs mon trent que la question est toujours ouverte. p’ailleurs des tra- 


vaux experimentaux ( Noir et al. . 2009ll ainsi que theoriques ( Baruteau Sz Rieutord . 20131 : Vantieghem . 


20141 1 sont toujours d’actualite. 

Cette instabilite du champ de yitesse s dans le fluide visqueux est source de dissipation d’energie. 
En regime continu, Le Bars et al. ( 2O10l l proposent la formule suivante : 


E = \u:so?/^ , 


(4.105) 


ou = nP est la frequence de rotation du manteau, et uso = 1/-P une frequence normalisee du 
mode dit de spin-over, qui apparait en cas d’instabilite. Avec |11® — 11°| = 2e|cosnt| et e ^ 0.004, 
i’ obtiens une diss i patio n d’energie de 8.47 x 10® W pour le Modele 1, et 2.32 x 10® W pour le Modele 
2. Le Bars et al. ( 2010l l I’estiment au maximum a ~ 4 x 10® W. C es chiffres son t tres faibles par 
rapport a ce que les marees dissipent, soit (9.33 ± 1.84) x 10^® W ( Lainev et al. . 2009I L Un bilan 
energetique est presente dans la Tab J4.13l 


Table 4.13 ~ Bilan energetique d’lo. Les marees sont la seule source d’energie significative et elles 
expliquent a elles seules le flux de chaleur observe 


Source de dissipation 

E 

Reference 

Elux de chaleur a la surface 

8.33 - 10.83 X 10^® W 

Rathbun et al. 

(2004) 

Dissipation de maree 

(9.33 ± 1.84) X 10^® W 

Lainev et al. 

120091 

Chauffage radiogenique 

3.08 - 5.14 X 10^1 W 

Hussmann et al. 

(20101 

Instabilite elliptique 

8.47 X 10® - 2.32 x 10® W 

Noyelles 

120131 


Le probleme des non linearites dans le fluide est pour I’instant tres mal maitrise. On ne sait pas 
si le flux dans le noyau d’lo est laminaire ou turbulent. Par contre, il apparait clair qu’en regime 
continu, ce phenomene ne pent pas contribuer significativement a la dissipation d’energie. 

4.6 Conclusion 

J’ai presente ici le modele de Poincare-Hough, qui permet de modeliser la rotation d’un corps 
constitue d’un manteau rigide et d’un noyau fluide, qui a un comportement laminaire. II faut voir ce 
modele comme une approximation. S’il y a une graine, c’est-a-dire un noyau interne solide, elle doit 
etre suffisamment petite pour que son influence soit negligeable. II est preferable dans ce cas d’avoir 
un manteau assez epais, done d’inertie importante. Dans ce cas, son elasticite n’aura que tres peu 
d’influence. Un tel modele semble valide pour lo et la Lune, et peut-etre aussi pour Mercure, en 
resonance 3:2. 

Ce modele permet de poser la question des effets des non-linearites dans le fluide. II s’agit d’un 
probleme hautement complexe, sur le plan mathematique il consiste ni plus ni moins a resoudre 
I’equation de Navier-Stokes. Plusieurs pistes existent, comme les experimentations, les simulations 
numeriques par elements finis, ou encore I’etude analytique d’equations simplifiees au voisinage 
d’un phenomene precis. 

La communaute scientifique est de plus en plus priee de s’interesser aux lieux potentiellement 
habitables, comme le sont les oceans sous-surfaciques. C’est par exemple une priorite de la pros¬ 
pective Cosmic Vision. Plusieurs d’entre eux ont ete detectes ou suggeres, pour Titan, Europe, 
Ganymede, ou encore Callisto ... Le modele de Poincare-Hough est devenu insuffisant pour ces 
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corps, soumis notamment a un couplage gravitationnel entre la graine et la croute. Nous nous y 
interessons dans le chapitre qui arrive. 


Chapitre 5 

La presence d’un ocean global 


5.1 Introduction 

Plusieurs grands satellites naturels dans le Systeme Solaire sont soupgonnes d’abriter un ocean 
global sous-surfacique. La principale raison est leur taille, qui implique une certaine difFerenciation. 
Ici, les elements lourds migrent vers le centre, et la surface est essentiellement composee d’eau gla- 
cee. Le gradient de pression dans le satellite implique qu’a une certaine profondeur, I’eau subsiste 
sous forme liquide. Le chauffage de maree peut contribuer a maintenir cet etat liquide, c omme il 
semblerait que ce soit le cas pour Europe (Rossfc_Sclrubert, Hussmann et al.l . 120021 1 et pour 


global sous-surfacique a ete predit par de 

3 nom 

breuses etuc 

les theoriaues (Lunine & Stevenson. 

1987; 

Grasset &: Sotin. 

1996|: 

Grasset et ah. 

2000|; 

Tobie et ah. 

2005: Fortes et ahl. 120071') et Dourrait 


avoir ete detecte indirectement pa r sa signatur e dans le champ electromagnetique de I’atmosphere 


(Simoes et ah. 

20071: Beehin et ah. 

2010, 

2012) 


0.6 (jless et al.L l2012ll . Les oceans internes font des corps concernes des cibles prioritaires pour les 


futures programmes spatiaux, car ih sont susceptibles d’abriter des formes de vie bacteriologique 


(jLammer et al.l . l2009l : iGrasset et ahl . l2013l l 


D’un point de vue purement dynamique, une couche fluide globale situee entre 2 couches solides 
tend a les decoupler I’une de I’autre. II est done necessaire de construire un modele dynamique 
tenant compte de cet ocean. Je considere ici le satellite comme un ellipsoide triaxial, constitue de 3 
couches concentriques : un noyau rigide interne, un ocean global fluide non visqueux, et une croute 
rigide iFig JS.ip . Le cas ou la croute est deformable est aborde a la Sect J5.4[ Chacune de ces couches 
a une densite constante. 


5.2 Mise en equations du probleme 


Je presen t e ici des equ ations publiees dan s ( Novelles &: Nimmol . 2014). Elies sont inspirees de 
( Szeto fc Xu . 1997) et de ( Baland et al.l . [ioiH l . Le modele d’interieur utilise 12 parametres, e’est- 
a-dire 3 rayons et une masse volumique pour chaque couche. Ils sont : 

- pc) Poi Ps '■ masses volumiques du noyau (core), de I’ocean et de la croute (shell), 

- ac, be, Cc '■ rayons de I’interface noyau-ocean 

- Uo) bo, Co : rayons de I’interface ocean-croute, 

- a, b, c : rayons de la surface du satellite. 
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Figur e 5.1 - Modeles d’i nterieur de Titan. A gauche : notre modele. A droite : I’interieur de Titan 
vu par Tobie et al. ( 2005 ^ 


Contrairement a precedemment, le formalisme Hamiltonien n’est pas utilise. L’objectif etait 
d’ecrire un systeme d’equations approprie a la description du comportement du systeme. Le passage 
en formalisme Hamiltonien sera pour une prochaine etape. 


5.2.1 Parametrisation du probleme 


Baland et al.l ((20111) ont montre que le bilan des forces sur I’ocean etait nul, si on faisait I’approxi- 
mation qu’il etait a I’equilibre hydrostatique. On doit done modeliser I’orientation des 2 couches 
rigides, a savoir le noyau et la croute. Pour ga, on a besoin de 2 jeux d’angles d’Euler, e^, 9^) 
qui vont reperCT i^p^tivement I’orientation des axes principaux d’inertie du noyau 
(/i) /I) /s) de la croute (/f, /I, /|) par rapport au repere inertiel (ei, e^, ej) (Fig J5.2p . 

Ces angles d’Euler presentent une singularite virtuelle : lorsque I’obliquite e est nulle, on ne 
pent pas distinguer de fagon unique les angles h et 9, alors que la somme h + 9 est toujours definie. 
Pour contourner ce probleme, nous introduisons des coordonnees regularisees : 


= 2 sin ^ sin 

= 2 sin cos 

pS,C ^ QS,C_ 


Lorsque I’obliquite e est nulle, alors r] ei ^ sont nuls aussi. Ils restent done definis et ne presentent 
plus de singularite. 
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Figure 5.2 - Les angles d’Euler utilises dans notre probleme. 


Pour representer le moment cinetique G de chacune de ces couches, nous utiliserons comme 
variables les 3 composantes du vecteur rotation de la couche consideree tu dans le repere des axes 
principaux d’inertie de cette meme couche. On a ainsi 

^ (5.1) 

pour la croute et 

^ (5.2) 

pour le noyau. A, B el C sont les moments principaux d’inertie de la couche consideree, definis 
comme precedemment (Ea J2.2l a l2.4p . 


5.2.2 Les equations cinematiques 


Pour determiner les equations regissant la variation des angles d’Euler en fonction des compo- 
san tes des vecteurs rotation et nous partons de la geometrie du probleme, en nous inspirant 
de ( Fowles fc Cassidav . lOOOli . 


Le vecteur rotation Cj = cui/i + 0 ) 2/2 + 0 ) 3/3 represente 3 rotations successives du repere inertiel 
(^,^,^) au repere de figure (/i,/ 2 ,/ 3 ) (cL FigE2]) : 


1 . une rotation d’axe 2 ; (ici 63 ) d’angle h, 

2. une rotation autour de I’axe x provisoire, 

3. une rotation autour de I’axe z final, c’est-a-dire I’axe de figure /s, d’angle 9. 
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Ceci s’ecrit mathematiquement 


/ Wl 

0J2 

V (^3 


0 

0 

6 


+ R3{-e) 


e 

0 

0 


+ i?3(-0)i?i(-e) 



(5.3) 


les matrices de rotation Ri et R 3 ayant ete precedemment definies (Eq. 12.371 & 12.361) . Ceci donne 


oji = ecos 0 +/isin esin 0, 
ijj 2 = —esin 0 +/isin ecos 0, 

ws = 9 + h cos e, 

et done 

oji sin 9 + UJ 2 cos 9 

sin e ’ 

oji cos 9 — UJ 2 sin 0, 

uji sin 9 -\- UJ 2 cos 9 

W3-7- 

tan e 


h = 

e = 
9 = 


(5.4) 

(5.5) 

(5.6) 


(5.7) 

(5.8) 

(5.9) 


Les equations (|5.7p et 


illus trent la singularite virtuelle induit e par l es angles d’Euler. Ces 


formules sont les memes que dans ( Black et al. . 19^;_Haxbisoi^.etaLj_201l|) mais sont presentees 


avec un signe oppose dans d’autres etudes comme (j Williams et al 
ceci donne 


200l|). En variables regulieres, 


77 

P 


, e sm 9 cos h 

wi cos 9 cos - sm h H- - — 

2 cos (e/2) 

, e sin 9 sin h 

wi cos 9 cos - cos h -;— 

' 2 cos(e/2) 


1^3 + (^^1 sin 9 + UJ 2 cos 9) tan 


2 ’ 


/ cos 9 cos h n ^ 7 

+ ^2 --sm 9 cos - sm h 

\ cos (e/2) 2 

/ e cos 9 sin h 

— UJ 2 sm 9 cos - cos h H- . , . 

\ 2 cos(e/2) 


et la singularite virtuelle a disparu. 


(5.10) 

(5.11) 

(5.12) 


5.2.3 Les forces intervenant 

Les forces que nous considerons sont : 

- la force gravitationnelle de Saturne sur chacune des couches, 

- les forces de pression aux 2 interfaces fluide-solide, 

- le couplage gravitationnel entre le noyau et la croute, qui tend a aligner les axes de ces 2 
couches rigides. 

Le modele pourrait etre encore complexifie. Notamment, comme precedemment (ChapiH) nous 
ne tenons pas compte d’effets non lineaires dus a la viscosite du fluide. Notre etude doit done etre 
consideree comme preliminaire a d’autres etudes plus completes sur le sujet. Detaillons maintenant 
ces differentes forces. 
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Le forgage gravitationnel de Saturne 

Pour un corps rigide de moments principaux d’inertie A, B et C, le couple gravitationnel du a 
la perturbation de Saturne s’ecrit classiquement 



3QM-^ 

ll^f 


((C - B)yy^ZY^fi + {A- C)xy^Zy^f2 + {B - , 


(5.13) 


ou le vecteur + y ^/2 + represente la position du perturbateur dans le repere de 

figure du corps dont on etudie la rotation. Dans notre cas, les couples de Saturne s’appliquant sur 
le noyau et la croute s’ecrivent 



3QM-^ 



3GM-^ 



((C' 

((C* 


+ (B' - , 

+ (- 4 * - C‘)4i4/^ + (B‘ - a‘)4i4M) . 


(5.14) 

(5.15) 


Le couplage gravitationnel entre les 2 conches rigides 

Nous nous basons ici sur I’etude de Szeto &: Xu ( 1997ll qui modelisait, pour la Terre, le couplage 
entre la croute et le noyau, en negligeant toute influence du fluide remplissant I’espace entre ces 2 
couches. La triaxialite etait prise en compte dans cette etude. 

Le couple gravitationnel de la croute agissant sur le noyau s’ecrit 


= JJJ PcPx WdP, (5.16) 

noyau 

ou f pointe vers un element de masse du noyau, et <1> est le potentiel gravitationnel de la croute 
donne par 


$ = a + /3r^P2 (cos V’) + jNP^ (cos ip) cos 2(p + 0{fi 2 , 2)1 


(5.17) 


ou 


- a est une constante qui n’affectera pas le resultat, 

- /3 = ^Qps (k2 -Ki- 2(/2 - /i)), 

- 7 = ^GPs(k 2 - Ki), 

- fi = (oo — Co)lao est I’aplatissement polaire de I’interface croute-ocean, 

' /2 = (« — c)/a est I’aplatissement polaire de la surface du satellite, 

- Ki = (flo — bo)/ao est I’ellipticite equatoriale de I’interface croute-ocean, 

- K 2 = {a — b)/a est I’ellipticite equatoriale de la surface de Titan, 

- P 2 {x) = (3x^ — l)/2 est le polynome de Legendre d’ordre 2, 

" P 2 (x) = 3{1 — x'^) est une fonction associee de Legendre, 

- Ip et (p sont respectivement la colatitude et la longitude comptee positivement vers Lest de 
I’element de masse considere, dans le repere de figure de la croute ^/f, /I, /l^. 
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On a 


avec 


et 


f = xfi+Yji+zfi 
= xTl + yf^ + zfi 


X 

Y 

Z 


/ 

h 

h 

/3 ^ 

/ X \ 


mi 

m2 

m 3 

y 

V 

Til 

712 

ns J 



(5.18) 


( h h h \ 

mi m 2 m 3 (5.19) 

V ni n 2 n3 ) 


Id, (X, y, Z) et (x, y, z) sont les coordonnees cartesiennes de I’element de masse exprime res- 
pectivement dans les reperes de figure de la croute et du noyau. A partir de 


cos '0 
sin^ ip cos 2(j) 
P2{cos'ip) 
P|(cos pj) cos 2(j) 


X^ + Y^ + Z^, 

zi\/x^ + y2 + 

(X2_y2)/(^2_^y2_^^2^^ 

{2Z‘^ - _ Y^) /(2(x2 +Y‘^ + Z'^)), 

3(x 2 -y2)/(x2 + y2 + z2), 


on obtient 


= j3{2Z‘^ - X^ - y2)/2 + 37(X2 - y2). (5.20) 

Apres expression du potentiel dans le repere du noyau, derivation pour obtenir le gradient 
et le produit vectoriel r x et elimination des termes croises par summation, on obtient : 



+ 


/3 


67 


(-2712713 + m 2 m 3 + I 2 I 3 ) ULoyau 

(2711773 - mim3 - hh) Pc {z^ - x^) dxdydzf^ 

(-2711712 + mim2 + hh) ^\jnoyau P^ 

(mams - hh) l^Loyau Pc - 2/^) dx dy dzjf 

{kh - mims) Pc {z^ - x"^) dx dy dzJl . 

(mima - hh) \\Loyau Pc {y^ - x^) dxdydzfl _ 


(5.21) 


Le passage de a 


etant une transformation orthonormale, on a 
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hQ + mim2 + nin2 = 0, 
Ills + mims + nins = 0, 

hh + m2m3 + n2n3 = 0. 

En utilisant aussi 


Ilf^- 

U-y^) 

1 dxdydz = B^-C^, 

noyau 

Ilf^^i 


\ dxdydz = A^-C^, 

noyau 

JJJ-' 

- x^) 

\ dxdydz = A^ - B^, 


noyau 


on obtient finalement 


pc 

sh 


= 3/3 


n2ns{C<^ - BQfl^ 
-nins{C'^ - 

nin2{B<^ - AQJl 


+ 67 


{l2h-m2ms)[C‘^-BQfl^ 
-{hh - mims){C'^ - AQjj^ 
{hh - mim2){B'^ - AQf§ 


(5.22) 


on retrouve ainsi ( Szeto fc Eq.7). En I’absence d’ocean, le couple du an noyau agissant 

sur la croute doit etre I’oppose de E^^, on a done 


= -3/3 


nangCC"^ - BQff^ 
-ninsiC^ - AQJj 
nin2{B^-AQJl 


— 67 


{I 2 I 3 - m 2 m 3 ){C^ - BQf^ 
-{hk - mim3){C'^ - AQJ^ 
{lil2-mim2){B'^ - AQf§ 


(5.23) 


L’influence de I’ocean 

Cette section est largement inspiree de (jBaland et al.l . 120 llh . Id nous negligeons les effets non 
lineaires dans le fluide. L’oeean agit sur les interfaces fluide-solide par le biais d’un couplage de 
pression. Lorsque I’ocean est a Tequilibre hydrostatique0, alors la pression Pe^t appliquee sur I’ocean 
par Saturne verifie VPext = —PoVVE ou W est le potentiel gravitationnel du au perturbateur 
Saturne. II en resulte des termes additionnels, lies a I’ocean, dans les couples precedemment donnes. 

Pour cela nous avons besoin de scinder I’ocean en 2 parties : une partie haute top ocean de 
moments d’inertie A°, B° et C° dans le repere de la croute ^/f, /I, /l^, et une partie basse bottom 

ocean de moments A'^, B^ et dans le repere du noyau ^/f, /I, . La limite entre ces 2 oceans est 

spherique et de rayon arbitraire. La resultante des couplages s’appliquant sur une limite spherique 
est nulle, ce qui simplifie les calculs. 

Le plus commode est de reecrire les couples externes L^ et E^ et internes E^^ et E^^ du satellite 
sans ocean en ajoutant les termes dus a I’ocean, les couples deviennent done 


1. Dans le cas particulier de Titan, I’ecart a I’equilibre hydrostatique est en general considere comme du essen- 
tiellement a la croute. 
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2>QMu 


+ C^ 


+ {A'^ -C^ + Al- 


(5.24) 



30Mt 

ll^t^ll 


B^ + C? - -C^ + A1- 

+^B^_A^ + B?-A<l)x^^y0), 


(5.25) 



(3/3°n2n3 + Qrihk - m^ms)) {C‘^ - B^ + C^ - il,°)7f 
- (3/3°nin3 + Grihk - mirris)) (C^ - A^ + C§ - A^,)^ , 

(3/3°nin2 + QYihh - mim2)) {B'^ - A^^ + B^ - Al)f§ 


(5.26) 


et 


avec 



- (3^°n2n3 + erihk - m2m3)) {C^ - B<^ + C^ - il,°)7f ' 

(3/3°nin3 + G-f^hk - mimg)) (C^ - + C^ - A^)/!^ , 

- (3/3°nin2 + GYihh - mim2)) {B^ - A'^ + B^ - A'^)f§ _ 


(5.27) 


{Ps {k2 - Kl- 2(/2 - /l)) + Po (ki - 2/i)) , 

15 

(5.28) 

-rzQ {Ps{k2 - Kl) + PoKl) . 

15 

(5.29) 


Nous avons maintenant tous les elements pour ecrire le systeme d’equations complet. 


5.2.4 Le systeme d’equations 


Nous obtenons 
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dt 


drj'^ 

dt 


dp^ 

dt 

dwf 

dt 


duj2 

dt 


duj^ 

dt 


r . sin 6^ cos N 

OJ.I cos 0 cos — sin n H-;— 

2 cos(eV2) 

.. , cos 0^ cos N . , r 

+ UJn -;—-sin 0 cos — sin h 

cos(eV2) 2 

sin 9‘^ sin N 


( e'" 

wf cos 9^ cos — cos N — , , , 

2 cos(e72) 

r f . nr 7 r COS 9'^ sin hP 

ojn sin 0 cos — cos n -\ -;— 

n 2 cos(eV2) 


013 + {ojI sin 9^ + 012 cos 0^^) tan —, 
( 3 / 3 °n 2 n 3 + 67 ° (^ 2/3 - ^ 2 ^, 3 )) ^ 


+ 3 


C^-B^P eg - Bl 


I !5 








= - ( 3 / 3 '’nin 3 + 67 ° (/ 1/3 - 7711772 . 3 )) 


B 


+ 3 


GM^ _ (7C + _ (go 


r-C I 15 




B^ 




= ( 3 / 3 "ni ?72 + 67 ° (^ 1/2 - ''T 117712 )) 




+ 3 


GMy^ B^-A<^ + B° - Al 


r-C I 15 






X 




{uj<^ X 

I'/f 

A^ 

2 

c 


X 

_>. 

•/I 

B^ 




X G'=j 

l-S 




(5.30) 


(5.31) 

(5.32) 


(5.33) 


(5.34) 


(5.35) 


pour le noyau, et 
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dt 


dt]^ 

dt 


dp^ 

dt 

dLuf 

dt 


duj2 

dt 


du^ 

dt 


= wf ( cos 6^ cos — sin + 


+ <^2 


COS 9^ cos 


cos (e^/2) 

/ e® 

Lol (cos 6^ cos — cos — 

f e* 

0 J 2 sin 9^ cos — cos + 


sin 

9^ 

cos 

cos (< 

C/2) 



sin 

cos 

T 

sin 

9^ 

sin 

cos ( 

C/2) 

cos 

9^ 

sin 


cos(e®/2) 


= wl + (wf sin0^ + cjI cos 0^) tan ■ 


+ 3 


3/i°n,n3 + 67° . ft + ■ Tt + ' ft) 

SMfi C‘- B‘ + C,” -Bf , , C‘ X <?*) ■ /i 


I 15 




A^ 


-yh% 


A* 


3/3°nin3 + 67° {I1I3 - minis) 




(Ai/f-^ + Asg-I + As^-I) 


+ 3 


gu^ -C^ + A°^- Cf , , X • /I 
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B^ 


3/3°rein2 + 67 ° {hh - mim2) 


B^ 


C^ 


[Nji-Ti + ^2i-Ti + ^^n-H) 


+ 3 


pour la croute, avec 


GMy^ -A^ A Bf - A^ 
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'tl' 






(cJ^ xG^)-fi 




(5.36) 

(5.37) 

(5.38) 

(5.39) 


(5.40) 


(5.41) 


Al 

= C^-B^ + C°^-B°^, 

(5.42) 

A 2 

= C^-A^ + Ct-Al, 

(5.43) 

A 3 

= B^ - A^ + B'/- A/. 

(5.44) 


On pent remarquer que le couple gravitationnel entre les couches rigides etant initialement ecrit 
dans le repere de figure du noyau, une projection supplementaire est necessaire pour I’ecrire dans 
le repere de figure de la croute. 


5.3 Application a Titan 


L e but de cette e tude est de I’appliquer a Titan. Depuis mes etudes precedentes (jNovelles et al 


20081 : iNovellesl . 120081 1. la mission Cassini a donne de nombreuses informations sur Titan. Sa forme 


est connue ((2575.1 5 zfc 0.02) x (2574.78 ± 0.06) x (2574.47 ± 0.06)) km avec un rayon moyen de 


2574.73 ± 0.09 km ( Zebker et al. . 2009ll . Par contre, 2 solutions ('Tab J5.ip ont ete publiees pour 
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son champ de gravite ( less et ah . 2ninl h L’une, SOLI, vient des donnees de 4 survols de Titan par 


Cassini dedies a la gravitation (Til, T22, T33 et T45), alors que SOL2 utilise plus de donnees de 
Cassini., ainsi que de Voyager et Pioneer. Ces 2 solutions ne sont pas parfaitement compatibles. 
Notamment, si Titan est a I’equilibre hydrostatique, on devrait avoir J 2 IC 22 ~ 10/3, ce qui est le 
cas pour SOL2, mais pas pour SOLI. Par contre, la forme de Titan est trop aplatie par rapport a 
sa vitesse de rotation. Titan n’est done pas a I’equilibre hydrostatique. 


Table 5.1 - Les 2 solutions du champ de gravite de Titan ( less et ah . 2OI0I I. 



SOLI 

SOL2 

GMq 

- 

8978.1394 W.s"^ 

J2 

(3.1808 + 0.0404) x 10"^ 

(3.3462 + 0.0632) x 10"® 

C21 

(3.38 + 3.50) X 10-^ 

(4.8 + 11.5) X 10“^ 

S21 

(-3.52 + 4.38) X 10-'^ 

(6.20 + 4.96) X 10"'^ 

C22 

(9.983 + 0.039) x 10"® 

(1.0022 + 0.0071) X 10“® 

S22 

(2.17 + 0.41) X 10-'^ 

(2.56 + 0.72) X lO-"^ 

J3 

(-1.879 + 1.019) X 10"® 

(-7.4 + 105.1) X 10“® 

C31 

(1.058 + 0.260) X 10-® 

(1.805 + 0.297) X 10-® 

S31 

(5.09 + 2.02) X 10"^ 

(2.83 + 3.54) X 10-'^ 

C32 

(3.64+1.13) X 10-'^ 

(1.36 + 1.58) X lO-’^ 

S32 

(3.47 + 0.80) X 10-'^ 

(1.59 + 1.05) X lO-’^ 

C33 

(-1.99 + 0.09) X 10-'^ 

(-1.85 + 0.12) X 10-'^ 

S33 

(-1.71 + 0.15) X 10-'^ 

(-1.49 + 0.16) X 10"'^ 

J2IC22 

3.186 + 0.042 

3.339 + 0.067 


Plusieurs etudes suggerent que la non-hydrostaticite de Titan reside essentiellement dans la 
croute. Cette croute flotte sur un ocean et aurait des anomalies de masse partiellement compen- 
sees par isostasie. Cette compensa tion se traduira i t par des variations laterales soit de I’epais- 
seur de l a croute (isostasie d’Airv. iNimmo fc Ri11sl (l2ninl lL soit de sa masse volumique (isostasie 
de Pratt, Choukroun fc Sotin ( 201211 1. line recente etude de la topographie de Titan au degre 3 
(|Hemingwav et al.l . 120131 1 plaide en faveur de variations laterales. 

La rotation de Titan a ete observee par Cassini. IStiles et al.l (j2008l l ont annonce une obliquite 
importante, de I’ordre de 0.3° ou 18 minutes d’ arc, ainsi qu’une ro tation legerement super-synchrone 


(+0.36° par an). 2 ans plus tard, un erratum ([Stiles et al.l. I 2 OIOII maintien t qu’il y a un ecart a la 
synchronicite, mais 3 fois plus faible. Plus recemment. iMeriggiola (I 2 OI 2 II ont suggere que 

Titan etait en fait synchrone, et confirment une obliquite de (18.6 ± 3) minutes d’arc a la date 
moyenne du 11 mars 2007, soit ~ 2007.2. Une telle obliquite, si elle correspond a un equi libre 
dynamique, ne pent pas etre atteinte si Titan est entierement rigide ( Bills &: Nimmo . 2008ll. La 
premiere explication satisfaisante presente dans la litterature a ete publiee par Baland et al. n^i 
dans le cadre d’un modele avec ocean global, moyenne sur les courtes periodes, et ne representant 
pas les autres degres de liberte. Dans cette etude, I’obliquite est forcee par une resonance entre 
une frequence d’oscillations fibres et une frequence de forgage. En general, la communaute accueille 
froidement ce genre d’explications, car une resonance est vue comme un phenomene exceptionnel, 
necessitant d’etre chanceux que les parametres du modele, e’est-a-dire les parametres d’interieur, 
permettent au systeme d’etre en resonance. J’espere convaincre le lecteur, dans les pages qui suivent, 
que cette explication est en fait tout-a-fait acceptable. 
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5.3.1 Vers un modMe d’interieur realiste 


Nous cherchons a elaborer des modeles de Titan qui soient les plus realistes possibles, c’est- 
a-dire compatibl es avec la forme observee (IZebker et alJ . 120091) et I’un ou I’autre des champs de 
gravite mesures (jless et alJ . I20101) . Nous construisons un ensemble de Titans en 3 etapes : 


1. Elaboration de Titans hydrostatiques. Le choix de ce point de depart vient de I’idee que 
I’ecart a I’hydrostaticite du vrai Titan est suffisamment petit pour etre considere comme une 
correction, 


2. Application d’une anomalie de masse en surface {top loading) ou a I’interface croute-ocean 
{bottom loading), partiellement compensee par des variations laterales de I’epaisseur de la 
croute. 


3. Comp araison avec le champ de gravite. Les modeles incompatibles avec les mesures de lless et al. 
feoiol l ne sont pas conserves. 


Pour chacun de ces modeles de Titan, on fixe au depart les masses volumiques de la croute ps 
et de I’ocean po, ainsi que les epaisseurs de la croute dg et de I’ocean do- De ces parametres on pent 
deduire la tai Ue et la masse v olumique du noyau, la masse volumique de Titan pQ = 1881 kg/m^ 
etant connue (jless et al.l . 120101 1 . Les intervalles de variation que nous considerons comme admissibles 
pour nos parametres d’interieur sont : 

- epaisseur de la croute dg entre 50 et 200 km, 

- epaisseur de I’ocean do entre 50 et 400 — dg km, 

- masse volumique de la croute pg entre 900 et 950kg/m^, 

- masse volumique de I’ocean po entre 950 et 1200kg/m^. 

Le choix des masses volumiques possibles de I’ocean vient de ( Fortesl . 2012IL Pn = 950kg/m^ est 
proch e de la masse volumique d’une solution peritectiqued d’eau et de methanol ( Yergovich et ah . 
H), alors que po = 1200 kg/m^ correspond a la masse d’un melange eutectique d’eau et de 

Les epaisseurs de croute admissibles viennent de 


sulfate d’ammonium jNovotnv fc Sohnd . 

(jHemingwav et 2013I L et la limite de 400 km pour la profondeur de I’interface noyau-ocean 


vient du fait qu’un ocean liquide ne pent pas subsister au-dela de cette profondeur, les valeurs de 
pression et d e temperature ne le permettant pas, co mme le montrent les diagrammes de phase d’un 
ocean d’eau ( Sotin et ah . 2010l l et d’ammoniaque ( Sohl et al. . 2003). Meme pour un ocean a 270 
K, ce qui est trop chaud si de I’ammoniaque est present, la pression a la base de I’ocean doit etre 
inferieure a 0.6 GPa, ce qui correspond a une profondeur de 450 km. Ainsi 400 km semble etre une 
limite raisonnable. 


Nos Titans hydrostatiques (Etape 1) sont construits suivant la methode donnee dans ( Van Hoolst et al.l . 


2008I L Nous considerons conn us le rayon moy en R = 2574.73 km et le rayon h = 2574.78 km. L’equa- 


tion de Radau donne (cf. e.g. .Teffrevsl (1952)) 


2. D’apres Wikipedia, un peritectique est un melange de 2 corps purs dans des proportions definies, et qui fond 
de maniere particuliere : il se decompose en un liquide et en un solide, le nouveau solide etant d’une phase differente 
de celle du peritectique. 
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h2 = 

5 

(5.45) 

/ \ 9 ’ 

1 1 /5 15 C V 

V2 4 J 

nlR^ 

GMe’ 


(5.46) 

q = 

c = 

b- 

(5.47) 

a = 

3 

b+ ■^qh2R, 

(5.48) 


ou /i 2 est le nombre de Love de deplacement radial, a et c sont les rayons du Titan hydrostatique, ils 
doivent etre tres procties de a et c. C = (7^ + C° + C‘^ est le moment d’inertie polaire total de Titan. 
Les 3 rayons de chacune des 2 interfaces solide-fluide sont determines en propageant I’equation de 
Clairaut : 


(fa 6 p 6 
r p 

('- 0 “ 

= 0, 


(5.49) 


> 

1 

'r 

y 9 - 2a{R) 

, (5.50) 


a{R) 

a + b — 2c 

(5.51) 


a + b 


La condition initiale (|5.5()p n’est pas celle donnee dans la theorie de Clairaut on un coefficient 5/2 
remplace 25/4. L’origine de ce changement de coefficient est la prise en compte des marees dans le 
cas particulier d’un corps en rotation synchrone. De plus, on a /3 = 6a/5 = {a — b)/a a n’importe 


quelle distance radiale r (jVan Hoolst et al.l . l2008l l . 


Nous modifions ensuite (Etape 2) ces Titans hydrostatiques en introduisant une anomalie to- 
pographique ht a la surface : 


ht{ip, (p) = htiY2o{'ip) + ht2Y22{ip, (p) (5.52) 

ou L 20 et I 22 sont les harmoniques spheriques du second ordre definies par 

Yim{'ip,(p) = w(2 - 6om) (2^ + l)jr—^pr {cos 2p) cos m(p (5.53) 

y (/ + m)! 

pour m > 0. Pj^ = Pi sont les polynomes de Legendre et P[^ les fonctions de Legendre associees 
pour m / 0 (Ea l2.20|) . 'ip et (p sont, comme precedemment, la colatitude et la longitude. L’equation 
(j5.52l) devient ainsi : 


\/5 / \ / 5 

hti-ip, (p) = -^hti [2, cos^ - 0 - 1 ] +2]l sin^ ip cos 2 (p. 


(5.54) 


Soient Aa = a —a, A6 = b — bet Ac = c—c les corrections radiales correspondant respectivement 
a {(p = kir, ip = ^ + k'n), {(p = ^ + kir, ip = ^ + k'n) et {ip = k'-ir) ou k et k' sont des entiers. On a 
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Ac = V5hti, (5.55) 

Aa = -^hti + (5.56) 


dont on deduit hti et ht 2 > Dans ce cas le rayon 6, initialement choisi egal a Tobservation, est modifie 
ainsi : 


Ab= —(5-57) 

Ceci necessite d’iterer le processus jusqu’a convergence. Notre critere d’arret est |A6| < 0.5 metre. 

La compensation par isostasie implique une anomalie topographique a I’interface ocean- 
croute, elle aussi d’ordre 2 : 


= hbiY2o{'ilj) + hb2Y22{'il^,(t))- 

Une anomalie de masse a la surface de Titan resulte en une anomalie topographique 


hb = fht 


R 


Ps 


^R dg / Po Ps 
alors qu’une anomalie de masse a I’interface ocean-croute donnera 


ht = fhb 


R - dc 


Po Ps 


(5.58) 


(5.59) 


(5.60) 


R / Ps 

Ici, / G [0 : 1] est le facteur de compensation isostatique. / = 0 veut dire qu’il n’y a pas de 
compensation, la croute est parfaitement rigide, et une seule de ses interfaces est deformee. Par 
contre, / = 1 signifie que la compensation est totale, dans ce cas le champ de gravite n’est pas 
modifie. 

Une fois ces mo del es elabores , ne so nt conserves que ceux qui sont compatibles avec les champs 
de gravite publics par lless et ahl (I 2010 I I. En pratique , nous n’avons de bons resultats qu’avec une 
anomalie de masse sous la croute {bottom loading). Nous obtenons un facteur de compensation 
isost atique entre 75 et 9 6% (F ig J5.3p . ce qui est compatible avec I’analyse de la topographic d’ordre 
3 de iHemingwav et al.l ((20131) . 

Une fois ces modeles d’interieur obtenus, nous simulons leur rotation, comme preced emment. 
Le mouvement de Titan autour de Saturne est issu de TASS 1.6 i Vienne fc Durie 2 . 1995h . le plan 
inertiel {el, el) est le plan moyen de I’orbite de Titan comme suggere Sect J3.3.31 et les conditions 
initiates sont choisies proches de I’Etat de Cassini. 

Nous avons obtenu 71046 modeles d’interieur. 20546 d’entre eux sont compatibles avec SOLI 
a 2>a dont 2237 a la, et les 50500 autres sont compatibles avec SOL2 a 2>a, dont 2665 a la. Les 
simulations numeriques ont ete faites sur 2300 ans. 


5.3.2 Une obliquite resonnante 

Nous avons obtenu des quantites de rotation concernant les 3 degres de liberte de chacune des 
couches rigides. Nos librations physiques en longitude de la croute a la frequence orbitale varient 
entre 12 secondes d’arc soil 150 metres pour une croute de 200 km d’epaisseur, et 50 secondes 
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Figure 5.3 - Proprietes de nos Titans, en considerant une anomalie de masse a I’interface croute- 
ocean. Ici ne sont conserves que les modeles compatibles avec les solutions du champ de gravite 
publiees SOLI et SOL2, a la en bleu, 2a en vert et 3a en rouge. On voit en particulier que SOLI 
suggere entre 75 et 88% de compensation, alors que SOL2 suggere entre 80 et 96%. 


d’arc soit 600 metres pour une croute de 50 km. Cependant, ces chiffres doivent etre accueillis 
avec beaucoup de prudence car notre croute n’est pas deformable. Les librations du noyau ont une 
amplitude entre 2.1 et 2.6 secondes d’arc. 

Le mouvement polaire, habituellement neglige, se revele culminer a 3.5 km pour la croute et 4.5 
km pour le noyau. L’obliquite moyenne du noyau, obtenue par moyenne arithmetique sur les 2300 
ans couverts par chacune des simulations numeriques, va de 8 a 11.5 minutes d’arc. 

Le plus interessant concerne I’obliquite de la croute. Nous voyons ('Fig J5.4l &: Fig l5.5p en fait 
2 regimes. L’obliquite a generalement une valeur entre 3 et 4 minutes d’arc, sauf pour certaines 
valeurs des parametres d’interieur ou elle peut depasser 20 minutes d’arc, ce qui peut expliquer les 
observations. Dans ce cas, on a une contrainte sur I’epaisseur de la croute, de I’ordre de 130 km 
pour SOLI et 140 km pour SOL2, ainsi que sur I’epaisseur de I’ocean, de I’ordre de 260 km. 

Nous avons voulu verifier I’explication du forgage resonnant. II s’est avere impossible, dans la 
plupart des cas, d’extraire numeriquement la frequence propre quasi-resonnante des simulations 
numeriques, d’une part car I’amplitude associee etait faible, ce qui est une consequence de la proxi- 
mite de I’equilibre dynamique, et aussi car elle etait tres proche d’une frequence de forgage, ce qui 
plaide en faveur de I’explication de la resonance. Nous avons cherche a determiner analytiquement 
les frequences des petites oscillations susceptibles d’entrer en resonance. 


Notre dynamique de rotation a 6 degres de liberte, 3 par couche rigide. Autrement dit, il existe, 
pour chaque simulation, 6 frequences de petites oscillations lineairement independantes. Cependant, 
en limitant notre etude aux obliquites des 2 couches rigides, nous pouvons nous restreindre a 2 
frequences. 


La determination analytique de ces 2 frequences, appelees dans (jNovelles fc Nimmd. 1201411 
et a A , les indices 1 et 2 etant reserves au mouvement en longitude, est prop osee dans (jPaland et al 
I 2 OI 1 IL En adaptant leurs calculs a nos notations, nous obtenons 
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SOL1, 1o 



Epaisseur moyenne de ia croute (km) 
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Figure 5.4 - Influence de I’epaisseur de la croute sur son obliquite moyenne. 


z + Va 
~ 2C^C^ ’ 

(5.61) 

Z-^/A 
“ 2 C‘=C'* ’ 

(5.62) 


avec 


Z = 

K{C^PC^)-C^k^ -C^k\ 

(5.63) 

A = 

-4C"C" ( k '^ k * -K{k^ + k^)) + Z^, 

(5.64) 

K = 

— (C" -A^ + C^ - Al ), 
ne 

(5.65) 

= 

^(C'-A' + Ct-AD, 

(5.66) 

= 


(5.67) 


Les periodes associees, c’est-a-dire T 3 = 271 / 0-3 et T 4 = 277 / 0 - 4 , sont respectivement entre 200 et 
260 ans, et entre 10 et 55 ans. Si I’intervalle 200-260 ans ne correspond a aucun forgage evident, le 
forgage annuel, de periode 29.46 ans, pent resonner avec 0 - 4 . 
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Figure 5.5 - Influence de I’epaisseur de I’ocean sur I’obliquite de la croute. 


La Fig J5.6[ dont I’axe des abscisses a ete obtenu avec la formule (j5.62p . et I’axe des ordonnees 
contient les moyennes arithmetiques de I’obliquite de la croute sur chaque simulation, confirme ce 
forgage resonnant. 

II apparait que pour SOLI, 2202 de nos Titans sur 20546 tombent dans la resonance, soit 
10.72%. Pour SOL2, il s’agit de 6540 Titans sur 50500, soit 12.95%. Si on se limite a Icr, les chiffres 
deviennent 234 sur 2237 pour SOLI, soit 10.46%, et 354 sur 2665 Titans pour SOL2, soit 13.28%. 
Ainsi, en construisant des modeles d’interieur de Titan bases uniquement sur des considerations 
geophysiques, des mesures du champ de gravite et de la forme, on a entre 10 et 13% de chances 
d’avoir une obliquite resonnante. C’est done une explication tout-a-fait acceptable. A cette date, la 
litterature n’en propose pas d’autre. 


5.3.3 La variation temporelle de I’obliquite 

Le but est ici de simuler revolution future de I’obliquite de Titan, afin de faire une prediction 
qui pourrait etre verifiable par les observations. Nous cherchons a ecrire I’obliquite de la croute sous 
la forme 


= A^ + ^Ai cos (t)i{t) 


(5.68) 
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Table 5.2 - Decomposition q uasi-periodique des vari ables liees a I’inclinaison orbitale de Titan 
issue de TASS1.6 (jVienne fc Duriea . Il995h . Le ler terme est le terme constant qui 
donnera le plan inertiel de reference ( 61 , 62 ), le 5eme donnera la resonance fFig J5.6p . 


N 

Amplitude 

(arcmin) 

Periode 

(ans) 

Cause 

1 

38.52 

00 

Soleil 

2 

19.18 

-703.51 

Aplatissement de Saturne 

3 

0.90 

-3263.07 

Precession de Japet 

4 

0.77 

14.73 

Forgage semi-annuel 

5 

0.13 

-29.46 

Forgage annuel 

6 

0.10 

9.82 

Forgage tri-annuel 


SOLI SOL2 




Figure 5.6 - Forgage resonnant de I’obliquite de Titan. 


on les Ai sont des amplitudes reelles et les des foactions lineaires du temps. Pour obtenir ces 
coefficients nous utilisons notre systeme d’equations pour simuler avec precision I’obliquite de la 
croute pour 13 de nos Titans, dont I’obliquite a un comportement resonnant. Simuler avec precision 
veut notamment dire affiner les conditions initiates avec NAFFO IChaD JIUI) pour etre le plus pres 
possible de I’equilibre, qui est difficile a localiser du fait du comportement resonnant^. Nous avons 
du simuler ce comportement sur 40000 ans. 

Apres obtention des trajectoires a I’equilibre et analyse en frequence des obliquites, nous obte- 
nons 


K^{t, 0 - 4 ) Ao(cj 4 ) + ^ 1 ( 0 - 4 ) cos + A 2 (cr 4 ) cos (5.69) 


avec 


Mt) = 0.204367881 - 1.08611, (5.70) 

= 0.639897361 + 1.22080, (5.71) 

3. 2 frequences tres proches sont presentes dans le systeme, Tune, 0 - 4 , qu’il faut enlever, et I’autre, le forgage 
annuel, qui restera. 
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I’origine des temps etant J2000. Le temps t est en annees, et les angles sont en radians. Les periodes 
de ces oscillations forcees sont respectivement 30.74475 et 9.81906 ans. Les termes (pi et (/)2 peuvent 
etre reconstruits a partir de la decomposition quasi-periodique de I’inclinaison de Titan donnee par 
TASS1.6 (Tab J5.2p . on a en efFet (pi = ( 2 ) — (5) et cpy, = (4) — (5). A partir des resultats obtenus, 
qui sont donnes de faqon exhaustive dans ( Novelles fc Nimmo . 2014l i. on obtient apres ajustement 
par moindres carres : 


Ao = (5.72) 

Ai = /3sgn(cj4 - cj), (5.73) 

A 2 = 7 sgn(o-- 0-4), (5.74) 

avec 

a = (0.0176084 ± 0.0002901) arcmin, (5.75) 

/3 = (3.69780 ±0.01442) arcmin, (5.76) 

7 = (0.573225 ±0.003937) arcmin, (5.77) 

on (T = 27r/29.45716 = 0.2132991 rad/y est la frequence du forgage annuel (terme (5) dans la 
Tab l5.2p . Le changement de signe a la traversee de la resonance exacte est revelateur d’une discon- 
tinuite topologique induite par la resonance. 

Aq pent etre vu comme la valeur moyenne de I’obliquite lFig l5.71 gauche). Pour obtenir la valeur 
de I’obliquite a J2007.2, a comparer avec la mesure de Cassini., nous utilisons la formule (I5.69p . ce 
qui donne la Fig l5.7l droite. 




T4(ans) T4(ans) 


Figure 5.7 - Obliquites moyenne (gauche) et instantanee a J2007.2 (droite), donnee par la formule 
(15.691) . Les ronds indiquent les 13 trajectoires que nous avons simulees, et les lignes horizontales 
representent la mesure et ses barres d’erreur. 

Cette figure 15.71 montre qu’il y a 2 intersections entre I’obliquite theorique et celle mesuree a 
J2007.2, une a gauche et une a droite de la resonance exacte. Les periodes des oscillations libres 
T 4 correspondantes sont respectivement r 4 = 29.3 ± 0.03 pour la solution dite de gauche et T^i = 
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29.572]'^Q;gJ5 ans pour la solution dite de droite. Nous simulons revolution temporelle de Tobliquite 
dans chacun des 2 cas lFig J5.8|) et constatons 2 comportements differents : si T 4 < 29.46 ans, alors 
Tobliquite de la croute de Titan est decroissante sur la duree de la mission Cassini, et si T 4 > 29.46 
ans alors elle est croissante. 




Figure 5.8 - Simulation de I’obliquite de Titan sur 100 ans (a gauche) et sur la duree de la mission 
Cassini (a droite). 


Nous nous att e ndons a une variation de I’obliquite de Titan de 7 minutes d’arc. La mesure de 
Meriggiola k, les^ (2012) suggere une incertitude de 3 minutes d’arc, a priori cette detection est 


done possible. Elle permettrait dans un premier temps de verifier la validite de la theorie, et dans 
un deuxieme temps de determiner si Titan est a gauche ou a droite de la resonance. On aurait ainsi 
de nouvelles informations sur I’interieur. 


5.4 Et si la croute est elastique. 


En 2010, un article de Goldreich fc Mitchelll ( 2010l i a alerte la communaute scientifique sur 
I’importance de la prise en compte de I’elasticite de la croute des satellites naturels. En effet, elle 
induit un cou ple de rappel signif i catif. Ceci a motive sa prise en compte dans le calcul d e s libr ations 


en longitude ( Van Hoolst et ah . 20131 : Jara-Orue fc Vermeersen . 2014 : Richard et ah . 2014IL Ces 


etudes ont montre que les librations en longitude pouvaient etre reduites d’un facteur 5 si I’elasticite 
etait consideree. A notre connaissance, il n’existe pas d’etude traitant la quest ion de I’obliquite d’une 
crout e el astique. Dans cette Section, nous etendons 2 etudes existantes, ( Goldreich fc Mitchell 
2 OI 0 II et ( Richard et ah . 2014IL a ce probleme. 


5.4.1 Par le formalisme de Goldreich &: Mitchell ( 2010l l 


L’idee de cette etude etait d’estimer le deplacement de I’axe le plus long de la croute elastique, 
en libration en longitude, sous I’effet de la perturbation gravitationnelle du perturbateur, ecrite 
comme un couple de maree. II s’agit done d’un couple de rappel q ui s’oppose a la librat i on en 
longitude. Nous allons dans un premier temps retrouver le resultat de Goldreich fc Mitchell ( 2O10ll 
afin de valider la methode pour I’appliquer au mouvement latitudinal. 
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Couple elastique du a un deplacement radial en longitude 

Comme precedemment on utilise une parametrisation spherique (r, <p) de la croute de Titan, 

on (p est la longitude et ip la colatitude. En considerant une libration en longit ude cpr comme une re¬ 
orient ation de I’axe de maree, le tenseur des contraintes (a) nous est donne par Matsuyama &: Nimmol 

(l2nn8h : 


(pip 


3 
3 
12 


i + u 
5 + V 
1 + iy 
5 + V 
l + iy 
5 + 1^ 


fif sin (pT sin {2p — Pt) [cos 2^ — 5] , 
fif sin pT sin {2p — Pt) [3 cos 2^ + 1] , 
/i/ sin pT cos p cos {2p — px ), 


(5.78) 

(5.79) 

(5.80) 

(5.81) 


ou u est le coefficient de Poisson, /i est la rigidite, et / I’aplatissement de la croute. En considerant 
que Tangle de libration px est petit, on a 


sin sin (20 — ^r) = — (cos 20 — cos 20cos 20'r + sin 20sin 20^) 

07’sin20, (5.82) 

sin 07^ sin (20 — 0r) = — (sin 20 — sin20cos 20^ + cos 20sin 20'r) 

0tcos20, (5.83) 

et de plus 

cos 20 — 5 = 

3 cos 20 + 1 = 

/ = 

q = 

on obtient 


—2 ^2 + sin^ 0^ , 

(5.84) 

2 (2 -3sin2 0) , 

(5.85) 

(1 + ^/)|’ 

(5.86) 

GMe' 

(5.87) 




-3 

3 

6 


l + y 
5 + v 
l + v 
5 + V 
l + v 
5 + V 


//(I + kf)qpx cos p cos 2p, 


n^ 0 

j sin 20, 

(5.88) 

0 

) sin 20, 

(5.89) 

20, 


(5.90) 


ou kf est le nombre de Love seculaire. 
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Pour calculer la dissipation d’energie, nous avons besoin du tenseur des deformations {u). 
La quantite est composee d’une contrainte normale a^^/E et d ’une co n traint e tangentielle 
—va^^jE oil E = 2/i(l + u) est le module d’Young (voir par exemole iLowriel ((20111)). On obtient 
de la meme fagon. Le cisaillement est proportionnel a la contrainte et on 

obtient : 






2pi{l + iy) ’ 


^^-00 




L’energie £ associee a un element de la croute est ainsi 


(5.91) 

(5.92) 

(5.93) 

(5.94) 


^ 2 (^00^00 '^00^^00 *^00^00 “t“ *^00^00) 1 (5.95) 

et Tenergie elastique totale E^i est obtenue par integration sur la croute de Titan, de faible epaisseur 

dg . 


rr=R n(f)=27z ^0=7r 

Eel = / / / sin dr d^/; d(/), 

J r=R—ds J (l>=0 </0=O 

ce qui donne la formule 9 de Goldreich fc Mitchell ( 20101 1 : 


dSvr fl + u 
5 V5 + 

Le couple de maree qui en resulte Tei est done : 


(1 + kff q‘^fidsRl(j)T- 


(5.96) 


(5.97) 


Tel = - 


dE, 


el 


b=4>T 


60 


def) 


967r /1 + 


5 V5 + z^ 


(1 + kff q^iidsR^4>Tel. 


(5.98) 


Couple de maree s’appliquant en longitude sur la croute 

A partir de l’Ea J5.78l on obtient : 


= “6 Q ^ Ilf sin (jiT sin (2(/) - ^r) (2 + sin^ V') • 


On a 


f = h2 


r3 / gM ^\ / i 2 r3 


GMe 


2 GMq \ j \r) 2 ^ [r 


(5.99) 


(5.100) 


ce qui donne 
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(2 + sin^V') sin 4 >t sin {24> - 4 >t) , (5.101) 

IJ,h 2 q (2 + sin^ {cos 24> — cos {2{(j) — 4 >t))) ■ (5.102) 


3/1 + 1/ 


2 V5 + 1/. 

La libration en longitude est tres proche de la libration optique, on pent done ecrire 4>t = 
on vq est I’anomalie vraie et AA^ = nR = (ng — WQ)t I’anomalie moyenne. On obtient directement 

cos {2{4> - (t)T)) = cos{2{4> + Me - ue)) 


A partir de (jCavlevl . II 86 II : iKanlal . llOOOl l 


= cos {2{(j) + Me)) 


+ sin(2((/> + Adg)) 


/a\^ +°° 

f-j cos2i/6 = G20i{e)cos{{2 + i)Me), 

^ ' i=—cc) 

/ q \3 +00 

f-j sin2i/6 = G20i{e)sin{{2 + i)Me) , 


cos 2ue 


sin 2ue. 


(5.103) 


(5.104) 

(5.105) 


on obtient a.^.^ developpe an degre 1 en excentricite : 
3/1 + 1/ 


^tptp 


4 V5 + 1 / 


^ IJ.h 2 eq ^2 + sin^ ijjJ {cos{2(f) + nit) — 7cos(2(^ — nit)), (5.106) 


et de la meme faqon : 

3/1 + 1/ 




- (———) ixh 2 eq (2 — 3sin^ 'if) {cos{2(f> + nit) — 7cos(2(^ — nit)) . (5.107) 

4 V5 +1// V / 

2 modes de maree sont impliques, comme le montrent les termes cos(2(^ — nit) = cos(2((/> — nit/2)) 

et cos(2(/) + nit) = cos(2((^ + nit/2)) qui correspondent respectivement aux modes ni/2 et 3ni/2. 

De la meme faqon, on a 


^ —) +^ 2 <tecos ^ (7sin(2(^ — nit) — sin(2(^ + nit)) 

2 \ 5 + z/ / 

et (T^(^ = Maintenant calculons I’energie associee a chacun de ces 2 modes de maree. 
On a, pour le mode ni/2 : 


(5.108) 


^ (fxj) 


3 

4 V5 + n 

3 f l + v 

4 V5 + n 

3 /l + n 

2 U + n 


^/i/i 2 eg ^2 + sin^ V’) cos(2(/) + nit), 
fih 2 eq ^2 — 3 sin^ cos(20 + nit), 
/i/i 2 eg cos z/z sm(2(/) + nit), 


(5.109) 

(5.110) 

(5.111) 
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et pour le mode 3nij2 : 




21 

T 


21 

'T 


^ ///i 2 eg ^2 + sin^ ijj^ cos (20 — nit), 
fj.h 2 eq (2 — 3sin^ cos( 2 (/) — nit), 


5 + n 
1 + n 


21 

y 


5 + n 
1 + n 
5 + n 


fj.h 2 eq cos ip sin( 2 ^ — nit). 


(5.112) 

(5.113) 

(5.114) 


Ces formules se retrouvent dans ( Goldreich fc MitcheU . 2011)1^ a I’exception de (I5.114p . probablement 
a cause d’une erreur typographique. Les energies associees sont 


E, 


ni/2 


1 + n 




3 

5 V5 + n 
147 


3nil2 


-TT 


{h2eqf‘^idsR^, 

1 + s2, I d2 


5 + n 


{h2eq) ixdsR = 49£’„j/2, 


(5.115) 

(5.116) 


la encore je retrouve les formules de Goldreich &: Mitchell ( 2O10l b Le facteur 49 entre ces 2 energies 
vient du fait qu’a chaque frequence d’excitation correspond un aplatissement / different du corps 
considere, ici la croute de Titan, done une reponse differente. Sans cela, I’energie totale de maree 
serait nulle car la somme de ses 2 composantes s’annulerait. Le couple de maree a la frequence a; 
est = —2niE^/Q^{uj — ni)e 0 , e’est-a-dire 


T 

-*■ 't 


127r /I + n 


ni/2 


{h2eqf ndsR^el, 


f3ni/2 


^Qnil2 \5 + V, 

58871 fl + v\ 2 , p 2 -^ 

{h2eq) ^dsR e^, 


et le couple total est 


T = 


1271 /1 + n 


5 + n 


5Q3ni/2 \5 + n 


(/i2eg)^/xdsii^ 


(5.117) 

(5.118) 


1 


49 




(5.119) 


Qni/2 Q‘inxl2 ^ 

Goldreich fc Mitchelll ( 2011)1 1 ont suppose que les 2 coefficients de dissipation et Qznxl 2 etaient 

egaux. 

Une fois le couple externe total T^xt obtenu, compose du couple de la maree de Satu rne et 
eventuellement du couple atmospherique, on obtient la reponse de la croute \ext avec Tf.xt = Tg/ 
lEa i5.98p . ce qui donne 


- 


5 + n 


t ext 


9671 \1 + 12 J (1 + kfYq^^dgR'^ ’ 
et la encore on retrouve une formule de Goldreich fc Mitchelll ( 2011)1 1. en I’occurence la (17) 


(5.120) 
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Les marees en latitude 


Je propose id une extension du raisonnement de Goldreich Sz Mitchell ( 2O10l l an mouvement 
en latitude. II s’agit done d’une contribution originale. 

L’obliquite provoque une reorientation en latitude, d’ angle iJjr, done orthogonale a I’axe de 
rotation. Dans ce cas le tenseur des contraintes {a) s’ecrit (jMatsuvama fc Nimmol . 120081 1 : 




X 




X 




(^4cos'0ijsin(2^)cos(/> — sin-i/^/j ^cos(2'i/;) (3+ cos(2(/))) + 10sin^(^jj , (5.121) 

^2sin 'ipn sin^ 4> + 12 cos 'tpn sin(2V’) cos (j) — Ssin'ipji cos(2'i/)) (3 + cos(20))^ , (5.122) 

- ( —^—) nf sin V’ij sin (j) (sin 'ipn cos ^ cos (j) — cos i/jr sin 'i/1) , (5.123) 

2 xb + vj 


et nous incluons les librations en latitude de la faqon suivante : 


IpR = sin n 2 t, (5.124) 

ou est I’obliquite de la croute de Titan, constante dans cette Section. n 2 = ng — est la 
periode des librations en latitude lorsque I’obliquite est constante. On pent deja voir une difference 
fondamentale entre I’amplitude des librations en longitude, associee a une periode qui est aussi 
celle du couple de maree, alors que I’obliquite est une deviation constante de I’axe de rotation par 
rapport a la normale a I’orbite, son mouvement de precession est a longue periode (~ 700 ans pour 
un Titan non resonnant, ~ 29.5 ans pour un Titan resonnant), mais le couple de maree, susceptible 
de provoquer une deviation de la croute si elle est elastique, a une periode tres proche de la periode 
diurnale, legerement inferieure a 16 jours. On pent done s’attendre a ce que I’effet de I’elasticite de 
la croute sur I’obliquite soit une oscillation a courte periode qui s’ajouterait au mouvement rigide 
a longue periode. Une autre difference est que le parametre donnant I’amplitude des librations 
en latitude est I’obliquite, qui n’induit pas de variation de la distance Titan-Saturne, done de 
I’aplatissement / et du couple de maree, alors que I’excentricite, principale cause des librations en 
longitude, est associee a des variations de ce couple. 

Le tenseur de contraintes (cr) s’ecrit ainsi : 




3 

-2 


i±^ 

5 + V 
l + v 


b + V 
l + v 


5 + R 


cos (j) {cos{2il> — n 2 t) — 
cos (j) (cos(2'i/; — n 2 t) 
fifK^ sin (j) {cos{^p — n 2 t) 


cos(2V' + n2t)) , 

- cos(2'0 + n 2 t )), 

- cos('0 + n 2 t)). 


(5.125) 

(5.126) 

(5.127) 


En gardant a I’esprit que Tangle ip est en moyenne constant puisqu’il correspond a une direction 
orthogonale a Taxe de rotation, nous voyons 4 modes apparaitre : —n 2 , — 712 / 2 , 712/2 et ?i 2 . Nous 
calculous I’energie comme precedemment, ce qui donne : 
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E 


—n2 


E-n2l2 

^ 712/2 


■^n2 


2-k 

Y 

vr 

2 

vr 

2 

27r 

”3 


1 + 12 
b + U 
1 + 2 


h + V 
1 + 12 
5+12 


(3 — cos 2n2t ), 


5-3z^ 
1+12 
5-3i2 
l + v 




( 1 - 


1 - 


cos 2 n 2 t 
15 

cos 2 n 2 t\ 
15 ) 


Y ^^ 2 *) = E-n2- 


= E. 


— 71212 J 


(5.128) 

(5.129) 

(5.130) 

(5.131) 


Une consequence de la symetrie de ces 4 energies est que le couple resultant est nul. En effet, 
toutes les theories de maree s’accordent a dire que la dissipation de maree ne depend pas du signe 
de la frequence d’excitation, autrement dit, pour toute frequence de maree w, on a = Q-w 

Cette methode ne permet done pas de mettre en evidence un eventuel impact de I’elasticite de 
la croute sur son obliquite. 


5.4.2 Par le formalisme de iRichard et al.l (120141 ) 

Dans ( Richard et al. . 2014lb les auteurs etudient I’impact de I’elasticite sur les librations en 
longitude par le biais d’une composante variable dans le tenseur d’inertie. 

Le potentiel de maree de Saturne agissant sur Titan s’ecrit (jKaulal . 1 19641 . Eq.l) 


U = 


^ £ ( 7 )' E (2 - So™) i') E (5,132) 


( COS 


X cos mej) 

V sin, 


+ sin mej) 


sm 


— cos, 


l—m pair 

l—m impair 
l—m pair 


((( - 2p)a;6 + {l-2p + q)MQ + - 9*)) 


((( - 2p)uj(i + {l-2p + q)Mfi + m{flQ - 9*)) , 


l—m impair 


oil uiQ = wq — flQ est I’argument du pericentre de Titan. 9* est le temps sideral du meridien de 
reference, il decoule de la rotation synchrone 9* = Xq = Aie + ujq + Q.k- Les fon ctions G ont deja 
ete presentees, et les fonctions F sont les fonctions en inclinaison de iKaulal (119641 1. Nous faisons les 
approximations suivantes : 


- 1 = 2 , 

- nous nous limitons au degre 1 en excentricite e et en obliquite K^, 


ce qui donne 
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U = 


/RY ^ (2 -m)! 


a \a J (2 + m)! 

^ ^ m=0 ^ ^ 


(2 - 5o.„) P^icos V^) ^ F2n^p{K^)G2pg{e) (5.133) 


p,g 


X cos m(j) 


cos 


sin , 


+ sin m(j) 


sin 


— cos, 


2—m pair 

2—m impair 
2—m pair 


((2 — 2p — m)ujQ + {2 — 2p + q — m)MQ) 


((2 -2p- m)ujG + {2-2p + q- m)Me) , 


2—m impair 


c’est-a-dire 


U = n2i?2(pO(cosiA)F2oi(i^*)(G2io(e) + (G' 2 i-i(e) + G2ii(e))cos7W6) (5.134) 

+ ^ ^ g —^ (.^2io(-^^)G’20o(e) sin(Al 6 + — 4 >) + F2ii[K^)G2io{e) sin(—Ale — ^e — (j))) 

+ P|(cosi/;) ^^^o(K^) (G2o-i(e) cos( 2 (/. + Mg) + G2oo(e) cos 20 + G2oi(e) cos (20 - Mg))^ , 

avec 


F20i{Kn = (5.135) 

F 2 io(ii:") = jsmK^l+cosK^), (5.136) 

F 2 ii(A'®) = -^sinK^cosK^, (5.137) 

F22o{Kn = ^(l + cosi^^)^ (5.138) 

G 2 o-i(e) = —-e + —+ ©(e'^), (5.139) 

c; IQ 

G 2 oo(e) = 1 (5.140) 

2 lo 

7 19*^ 

G2oi(e) = + 

Q 97 

G 2 i-i(e) = -e + -e^ + 0(e^), (5.142) 

2 lb 

G 2 io(e) = (l-e2)-'/^ (5.143) 

Q 27 

G 2 ii(e) = -e + -e^ + 0{e^), (5.144) 

ce qui donne 


U = n^i?^ ^- 2 (cos 0 ) ^ 3ecos Alg) + 7 ^ 2 ^(cos ip)K^ cos 0sin(A46 + ^^e) 

+P 2 ^(cos 0 ) (—® (4 20cos Ale + sin20sin Ale)) ) • (5.145) 
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ce potentiel etant compatible au degre 1 avec celui donne par ( .Tara-Orue fc Vermeerseml2nill . Eq.2) 
avec I’exception que c ette dernie r e refe rence considere une rotation legerement super-synchrone, et 
avec celui donne par ( Giampieri [200^, Eq.9), qui ne considerait pas I’obliquite. On considere que 
la deformation de la croute est due au potentiel de maree et au potentiel centrifuge Ur : 


Ur = 


QMq q 
R 3 


(l - P2°(C0S 


(5.146) 


avec 


q = 


UgR^ 


(5.147) 


Richard et al.l (1201411 out considere une de composition d’ordre 2 en harmoniques spheriques du 


rayon 


de Titan, suivant Hinderer et al. ( 1982l l. Ils ont pose 


^(’’o, 'ip, (p) =ro + Ur{rQ,il), (p) 


(5.148) 


avec 


Ur{ro,ip,(p) = ro IE P^ (cos p}) {d 2 j cos j(p + 62 j sin j(p)^ ■ 
\J=o 


(5.149) 


On a 


Ur{rQ,1p,Cp) = V 2 , 

9{R) 


(5.150) 


ou g{R) represente la gravite de surface de Titan (1.35 m/s^) et V 2 = est le potentiel 

perturbateur. H est une fonction radiale adimensionnee correspondant au nombre de Love /12 
a la surface. On pent la considerer constante sur la fine epaisseur de la croute. Nous obtenons 
directement : 


<^ 2,0 

2 d 2 ^5 3 ^ \ h2 

(5.151) 

^ 2,1 

- nlR^ R:^sm(A46 + We), 

rog{R) 

(5.152) 

6 ^ 2,2 

riiR^ h2 , . , , 

= 4 + 

(5.153) 

62,1 

= 0 , 

(5.154) 

62,2 

2,nlR^ h2 . , ^ 

= /I , ,6smA46- 

4 ro5(R) 

(5.155) 


Les composantes du tenseur d’inertie de la croute s’ecrivent 
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hi 

= JJJ /9(r)r^(sin^ ip sin^ (p + cos^ ip) sin V' dr dip d(p, 

(5.156) 

I 22 

= JJJ p(r)r'^(sin^ ip cos^ (p + cos^ ip) sin ip dr dip d(p, 

(5.157) 

hs 

= JJJ yo(r)r^ sin^ V’dr d^ d^, 

(5.158) 

7i2 

= - p(r)r'^ SIT? ips\Ti2cpdr dip dp, 

(5.159) 

.^13 

= JJJ p{r)r‘^ sin^ ip cos ip cos p dr dp dp, 

(5.160) 

hs 

= JJJ p{r)r^ sin^ p cos p sin p dr dp dp. 

(5.161) 


Pour inclure les deformations radiales de la croute dans le tenseur d’inertie, faisons le change- 
ment de variables suivant : 


r = ro 1 + ^ (cos Ip) {d 2 j cos j4> + 62 j sin j4>)j , 

V i=o 

2 

dr r ,x/d(i 2,7 de 2 ,,' . 

— =-hro> P^(cosV') —-^cosj0+—--^sinj0 

dro ro pr‘ \ dro dro 


et avec 


(5.162) 

(5.163) 


p{r) K, p(ro), (5.164) 

^ (r^(l + Ur-)^) = 5ro(l + Ur)^ ^1 + Wr + ro^^ , (5.165) 

(5.166) 

nous avons, pour chacune des integrales (j5.156p a (I5.16ip . la forme suivante 




nrQ = R P'lp=7T p(j)=2'K 


p{ro) 


J ro=R—ds J if>=0 J rf>=0 

+ p2(eos cos 2.^ + 7^) sin 2<A 


^4+ 

^ dro dro 


dro 


dro 


•^a/ 3 (t^,</>)drod?/^d(/) (5.167) 


hii{p,p) 

= (sin^ p sin^ p + cos^ p) sin p. 

(5.168) 

h22{P,P) 

= (sin^ V'cos^ (/) + cos^ V') sin V', 

(5.169) 

h33{p,p) 

= sin^ p. 

(5.170) 

huiPA) 

1 0 

= — sin p sin 2p, 

(5.171) 

hniPA) 

= sin^ p cos p cos p, 

(5.172) 

h23{P,P) 

= sin^ p cos p sin p, 

(5.173) 


avec 
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ce qui donne 


hi 

I 22 

hs 

1x2 

As 

As 


Stt 

Y 

Stt 

Y 

Stt 

Y 

Stt 

Y 

dvr 

Y 

0, 



/ 4 , 1 d(d 2 ,or^) _ 3 d(d2,2rg) \ 
y ° 10 dro 5 dro j 

f 4 , 1 d(d 2 ,or^) 3 d(d2,2rg) \ 

y 10 dro 5 dro J 



Ps 

Ps 


d(e2,2r-^) 

dro 

d(A,ir^) 

dro 


dro, 

dro, 


dro. 


dro. 


(5.174) 

(5.175) 

(5.176) 

(5.177) 

(5.178) 

(5.179) 


sans oublier bien sur Ai = I 


memes que (iRichard et al.l . 12014 




Ai = 7i3 et A 2 = hs- Les formules (I5.174p a (I5.176P sont les 
Eq. 13-15), alors que /12 y est donne avec un coefficient —87r/15. 
En remplagant les coefficients dij et etj par leurs expressions (I5.15ip a (I5.155P et en linearisant 
par rapport a I’epaisseur de la croute dg, nous obtenons 


Ai = 


(5.180) 

I 22 = 

3+ 5 Y(fl) (5 + =*<!cosY). 

(5.181) 

As = 

3 (1 + " 

(5.182) 

A 2 = 

247r 2 7 7-,5 ^2 . . J 

PsHQdsR esinAle, 

5 g{R) 

(5.183) 

As = 

PsuldgR^ K^smiAie+ ujq), 

5 g[R) 

(5.184) 

As = 

0. 

(5.185) 


On voit done que I’elasticite de la croute la rend deformable, et que les deformations ont une 
periode proctie de la periode diurne, ou periode orbitale de Titan. En fait, 2 frequences interviennent 
au ler degre en excentricite / obliquite : celle de I’anomalie moyenne Aig, notee ni, et celle de 
Aie + cJe, notee n 2 - La premiere, de periode 15.9464 jours, intervient en longitude et est liee a 
I’excentricite de Titan, alors que la deuxieme, de periode 15.9445 jours, intervient en latitude et est 
liee a I’obliquite. 

5.4.3 Synthese 

Ces 2 methodes indiquent que si la perturbation en longitude due a I’elasticite de la croute a la 
meme periode que les librations non elastiques, et ainsi doivent affecter son amplitude, ce n’est pas 
le cas pour les librations en latitude, la perturbation ayant une periode bien plus courte que celles 
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liees au mouvement de precession du pole de rotation. On s’attend done a des librations a courte 
periode additionnelles, qui ne devraient pas affecter le mouvement de precession rigide. 


5.5 Conclusions et perspectives 


Notr e etude confirme que I’explication d’une obliquite resonnante pour Titan initialement don- 
nee par ( Baland et al.l . I 2 OI 1 I I est tout-a-fait acceptable. De plus, elle implique des contraintes sur 
I’interieur, en particulier I’epaisseur de la croute, on profondeur de I’ocean, de I’ordre de 130 - 140 
km. 

Au moins 2 observations peuvent etres interpretees comme une detectio n de I’ocean g lobal . 


La premiere est une res onance de Schumann dans I’atmosphere de Titan ( Simdes et ah . 200?! : 


Beghin et al.l . I 2 OIOI . l2012l l. qui suggere la presence d’une couche liquide conductrice, contenant de 


I’ammoniaque, a une profondeur entre 55 et 80 km. II s’agit d’un phenomene non lineaire qui n’est 
peut-etre, de nos jours, pas enc ore bien conrpris . La deuxieme est la mesure d’un nombre de Love 
eleve de Titan (/c 2 ~ 0.6) par less et all (2012) a partir de s mesures d e s var iations diurnes du 
champ de gravite de Titan. Cette mesure est interpretee par iMitri et al.l (120141 1 comme la preuve 
que la croute de Titan a moins de 10 0 km d’epaisseur. Par contre, une etude de la topographie 
d’ordre 3 par Hemingway et al. ( 2013ll suggere une croute plus epaisse, qui pourrait atteindre 200 
km. Cett e meme etude nr ontre qu’une croute aussi epaisse n’est pas incompatible avec la mesure 
de k 2 de lless et al.l ((20121). Pour resumer, il n’y a pas, pour I’instant, dans la litterature, d’accord 
sur I’epaisseur de la croute de Titan. Notre etude participe done au debat. 

La communaute attend la prise en compte future de plus en plus d’effets physiques, comme I’elas- 
ticite de la croute ou les effets non lineaires da ns le fluide. Si I’elasticite pent avoir une influenc e 
preponderante dans les librations en longitude ( Goldreich &: Mitchell . I 2 OI 0 I : iRichard et al.l. I 2 OI 4 II , 
nous pensons qu’elle ne ferait qu’ajouter une oscillation rapide a un mouvement lent. Neanmoins, 
une etude complete des effets de I’elasticite permettrait de tranch er cette question. Une pis t e pou r 
traiter ce probleme est de partir de la methode presentee dans (jJara-Orue &: Vermeersenl . l2014l L 
qui utilise des convolutions pour tenir compte d’une comportement de la croute qui depend de la 
frequence d’excitation. Une prise en compte complete des effets non lineaires dans le fluide neces- 
siterait de resoudre I’equation de Navier-Stokes. Actuellement, les approches les plus satisfaisantes 
utilisent des codes numeriques d’elements finis. 

Pour ma part, je recommande egalement de se poser la question de I’existence, le nombre, la 
position et la stabilite des Etats de Cassini d’un corps en rotation synchrone contenant un ocean 
global. Ces Etats sont connus pour un corps rigide fSect J2.3vl]l . mais pas pour un interieur comme 
celui de cette section. Par exemple, on ne sait pas si d’autres equilibres sont possibles. Une etude 
mathematique de ces equilibres representerait done une reelle avancee. II est envisageable de le faire 
a partir d’une formulation Hamiltonienne. 
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Deuxieme partie 

Mercure en resonance 3 :2 
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Chapitre 6 

Introduction : I’exploration de 
Mercure 


La planete Mercure est connue depuis I’antiquite comme la planete des voyageurs. Sa proximite 
au Soleil ne la rend en effet observable que le matin et le soir, les voyageurs pouvaient done la 
voir a leur depart et a leur arrivee. Ainsi, Mercure est essentiellement visible quand elle est basse 
sur riiorizon, quand le Soleil est occulte, mais aussi quand I’atmospliere, plus epaisse sur I’horizon, 
gene le plus son observation. 

Sa rotation en fait un cas unique dans le Systeme Solaire car elle est en resonance spin-orbite 
3 :2, sa periode de revolution autour du Soleil etant de 88 jours et celle de rotation 58 jours. Le 
Chapitre E] leve le voile s ur Lorigine de cett e confi guration. Cette resonance a ete decouverte par 
des observations radar de iPettengill fc Dvee (Il965h faites a Arecibo (Porto-Rico) . Cette vitesse de 


rotation a depu i s ete maintes fois confi r mee (McGovern et ah . 19651 : Shapiro . 1967 : Chapman . 1967 : 


-—-I--- — ----- - — - „ --- ,, ---- ,, -- 

Smith &: Reesel . Il968l : IColdsteinl . Il97ll : iKlaasenl . Il975l l , et des librations en longitude ont meme ete 


detectees, toujours par observation radar depuis la Terre ( Margot et ah . 2007 . 2012h . 


Ce sont les missions spatiales qui ont le plus permis de faire progresser notre connaissance 
de Mercure. A cette date, elle n’a ete visitee que 2 fois, par les missions americaines Mariner 10 
(1974-1975) et MESSENGER, en orbite depuis le 18 mars 2011. Une mission europeo-japonaise, 
BepiColombo, est prevue pour etre lancee en juillet 2016 et pour etre mise en orbite autour de 
Mercure en janvier 2024. La raison pour laquelle il y a si peu de missions est que Mercure est une 
cible difficile a atteindre avec une vitesse suffisamment faible pour acquerir des donnees, une mise 
en orbite etant encore plus difficile. La proximite du Soleil accelere naturellement la sonde, il faut 
done utiliser plusieurs assistances gravitationnelles afin de suffisamment la decelerer. De plus, les 
instruments doivent etre dimensionnes pour resister a de hautes temperatures. 


6.1 Mariner 10 (NASA) 

La mission Mariner 10 est le premier cas d’utilisation de I’assistance gravitationnelle. Apres son 
lancement le 3 novembre 1973 par une fusee Atlas-Centaur depuis Cap Canaveral, elle a en effet 
survole Venus le 5 fevrier 1974 a 5794 km d’altitude avant de faire un premier survol de Mercure 
le 29 mars 1974. Durant la conception de la mission, il etait initialement prevu de faire un seul 
survol de Mercure. Mais Giuseppe Colombo, alors en visite au JPL, a fait remarquer que la periode 
orbitale de la sonde autour du Soleil serait alors le double de celle de Mercure, permettant d’autres 
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survols. II y a eu au total 3 survols (jBalogh et alJ . 120071 1. 

Le premier survol de Mercure a eu lieu le 29 mars 1974 a 705 km d’altitude. II a permis les 


premieres images de crateres, mais surtout la decouverte du champ magnetique interne (jNess et al. 


1974 . 1975 . 1976l l. Le deuxieme survol a eu lieu le 21 septembre 1974, a une altitude bien plus elevee. 
II a permis la cartographie de 45% de la surface de la planete. Le troisieme survol a eu lieu le 16 
mars 1975 a 327 km d’altitude, et a confirme les observations du champ magnetique. Ces survols ont 
eg alement permis une pr emiere detection des parametres du champ de gravhe Jy et C 22 iTab lO.l] 
& Anderson et al. 1 1987l ll. Un bilan de Mariner 10 est propose dans ( Strom . 1979). L’essentiel de 
la connaissance de Mercure due a Mariner 10 est reste d’actualite pendant environ 35 ans. 


6.2 MESSENGER (NASA) 

La mission MESSENGER (MErcury Surface, Space ENvironment, GEochemistry, and Ranging) 
a ete selectionnee par la NASA en 1999. Ses principaux objectifs sont de determiner la composition 


(Solomon et ah. 

2001: 

Solomon 

2 OO 3 I: 

McNutt et ah. 

2006) 


En consequence, on attendait notamment de MESSENGER une cartographie complete de Mercure, 
un inventaire de ses crateres, ainsi qu’une bonne connaissance de son champ de gravite. Elle a ete 
lancee le 3 aout 2004 par une fusee Boeing Delta II depuis Gap Ganaveral. Avant d’atteindre 
Mercure, elle a effectue un survol de la Terre le 2 aout 2005 ainsi que 2 survols de Venus les 24 
octobre 2006 et 5 juin 2007. Elle a ensuite effectue 3 survols de Mercure, les 14 janvier et 6 octobre 
2008, et le 29 septembre 2009, avant d’etre finalement mise sur orbite le 18 mars 2011, a I’origine 
pour un an. MESSENGER est a cette date toujours en orbite autour de Mercure, et la fin de la 
mission est prevue pour mars 2015. 

Une cartographie complete de Mercure a ete realisee, qui a per mis de denombrer 4 6 crateres 


d’impact, certains ou probables, de diametre superieur a 300 km (jEassett et al.l. l2012lL Le plus 


gros d’entre eux, Galoris, a un diametre de 1550 km. La densite de ces crateres sur la surface est 


i nferie ure a celle de la Lune. De plus, on constate une claire assymetrie est-ouest. IWieczorek et al. 


(1201211 expliauent c ette assymetrie par une ancienne rotation synchrone de Mercure, alors que 
Fassett et al. ( 2012l l semblent privileg ier un renouvelleme nt differentiel de la surface. Geci semble 
confirme par I’assymetrie des plaines ( Denevi et ah . 2009l l . susceptibles d’avoir enfoui les crateres. 


Le champ magnetic 


que celui de la Terre (jAnderson et al.l . 12011 


ue de Mercure a ete confirm e, et mesure comme etant 100 fois plus faible 


2012h. De plus, il presente une anomalie nord-sud 


Gao et abl J 2 OI 4 II expliquent cette anomalie par un 


significative qui n’est pas presente sur Terre, 
champ magnetique genere par une dynamo fortement convective. 

Le champ de gravite est maintenant connu avec une tres bonne precision jusqu’a I’ordre 2 
et un signal superieur au bruit a meme ete detecte jusqu’a I’harmonique 6 


(Smith et al. 


20R 


(jGenova et al.l . 120131 1. La Tab J6. II resume revolution de notre connaissance du champ de gravite de 
Mercure. On pent y voir une valeur surprenante du J 2 obtenue a partir des 2 premiers survols de 
MESSENGER. On pent aussi constater que Mercure n’est pas a I’equilib re hydrostatique. On a 
en eff et, pour un corps en resonance 3 :2, C 22 /J 2 = 7e/10 + 0{e^) k, 0.14 (jMatsuvama fc Nimmol . 
2009|), et les dernieres mesures donnent C 22 IJ 2 ~ 0.16. 























































































Table 6.1 - Le champ de gravite de Mercure. Les 3 dern ieres colonne s sont issues de MESSENGER, et les 2 dernieres datent 
d’apres la mise en orbite. Le champ de gravite publie par ISmith et al.l (120121) est connu sous le nom HgM002, il a ete obtenu a 
partir des devi ations de la sonde Iq rs des 2 premiers survols ainsi que de son orbite autour de Mercure du 11 mars au 23 aout 2011. 
La solution de lGenova et al.l (l2013l ) resulte d’une analyse independante des donnees de navigation couvrant les 6 premiers mois de 
la mission. 




Mariner 10 
fAnderson et ah, 19871 

2 survols 
ISmith et al., 20101 

MESSENGER 
(Smith et ah, 20121 

MESSENGER 
(Genova et ah, 20131 

C20 — 
C21 

521 

C22 

522 

-J2 

(-6.0 ±2.0) X lO-'^ 

(1.0 ±0.5) X 10-5 

(-1.92 ±0.67) X 10-5 

(8.1 ±0.8) X 10-5 
(-0.3 ±1.2) X 10-5 

(-5.031 ±0.02) X 10-5 
(-5.99 ±6.5) X 10-® 
(1.74 ±6.5) X 10-® 
(8.088 ±0.065) X 10-® 
(3.22 ±6.5) X 10-® 

(-5.048 ±0.02) X 10-5 
(-8.6 ±9.9) X 10-® 
(-1.37 ± 1.24) X lO-"^ 
(8.081 ± 0.067) X 10-5 
(0.006 ± 6.6) X 10-® 

C30 = 

-J3 

- 

- 

(-1.188 ±0.08) X 10-5 

(-1.273 ±0.04) X 10-5 

C 40 = 

-Ja 

- 

- 

(-1.95 ±0.24) X 10-5 

(-1.698 ±0.10) X 10-5 

C50 = 

—J5 

- 

- 

- 

(0.19 ±2.40) X 10-5 

Cqo = 

—Jq 

- 

- 

- 

(7.04 ±4.79) X 10-5 

C70 = 

—Jj 

- 

- 

- 

(-3.19 ±7.92) X 10-5 




6.2. MESSENGER (NASA) 
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6.3 BepiColombo (ESA / JAXA) 


La mission BepiColombo devrait etre lancee en aout 2016 par une Ariane 5 depuis Kourou, 
et etre mise en orbite autour de Mercure en janvier 2024. La mission nominate doit durer un an, 
mais on pent s’attendre a des extensions comme ga. a ete le cas pour MESSENGER. La encore, 
I’assistance gravitationnelle sera utilisee, d’abord de la Lune pour quitter le champ gravitationnel de 
la Terre, puis de la Terre, de Venus, et enfin de Mercure a plusieurs reprises. Parmi les principaux 
objectifs de la mission, on trouve une analyse de la composition de I’exosphere de Mercure, des 
mesures de son champ magnetique ainsi que I’etude de son interaction avec le vent solaire, une 
cartographie plus precise qu’avec MESS ENGER, la recherche d ’une activite tectonique eventuelle, 
ainsi qu’un test de la relativite generate ( Grard fc Baloghl . I 2 OO 1 IL 

Pour cela, 2 sondes seront utilisees. Le MPO (Mercury Planetary Orbiter), realise par I’ESA, 
orbitera autour de Mercure en 2.3 heures sur une orbite polaire, avec un pericentre a 400 km et 
un apocentre a 1500 km. II realisera notamment la cartographie avec I’instrument BELA (BepiCo¬ 
lombo Laser Altimeter), embarquera plusieurs spectrometres a differentes longueurs d’onde, ainsi 
que I’experience de radio-science MORE (Mercury Orbiter Radio-science Experiment). Le MMO 
(Mercury Magnetospheric Orbiter), realise par la JAXA, aura une orbite bien plus elliptique (pe¬ 
ricentre a 400 km et apocentre a 11800 km) qu’il parcourera en 9.2 heures. II aura pour p rincipal 


objectif I’etude de I’atmosphere et de la magnetosphere de Mercure (jBenkhoff et al.l . l201 


r pri 

l3). 


J’ai pour ma part ete associe, a Namur, a I’experience de radioscience MORE (jless fc Boscaglil . 


200 ih . en collaboration avec I’equipe d’Andrea Milani a Pise. Cote Namur, j’ai collabore avec Anne 


Lemaitre, Sandrine D’Hoedt, Julien Dufey, Julien Frouard, Christoph Lhotka et Sebastien Wailliez, 
dans le cadre du projet ROMEO (Rotation Of Mercury and Equations of an Orbiter), finance par 
la politique scientifique beige BELSPO, qui elle-meme le finanqait avec des fonds de I’ESA. Notre 
travail a consiste a modeliser la rotation de Mercure en function de son interieur (Chap 17] &: [5]). Nous 
avons fourni a I’equipe de Pise une routine modelisant cette rotation a tout instant de la mission. 
Cette routine est destinee a faire partie d’un logiciel, fait par I’equipe de Pise, de simulation de 
I’experience de radio-science, non seulement I’inversio n de la rotat i on de Mercure, mais aussi les 
variations diurnes du champ de gravite de Mercure ilMilani et abl . 1200 lh et le test de relativite 
generate. 

Le test de relativite generate va consister a mesurer les parametres post-Newtoniens /3 et 7 . /3 
est une signature des non-linearites dans le champ de gravite, sa mesure est degeneree avec celle 
de I’aplatissement solaire J 2 , et 7 traduit la courbure de I’espace-temps. La theorie de la relativite 
generate prevoit que ces 2 parametres val ent strictement 1. 7 = 1 a ete verifiee a la precision 10“^ 
par la sonde Cassini ( Bertotti et ah . 2003I L a partir de la deflexion de la lum iere par le Solei l. /3 = 1 


a ete verifie a la precision 10 ^ a partir de mesures Lunar Laser Ranging (IWilliams et at, 
Le test de BepiCol ombo devrait avoir une precision de I’ordre de 10“^ — 10“® ( Milani et al 


20091. 


2 OO 2 I : 


Ashby et al.l . l2007l l pour /3 et 7 . 


L’experience de rotation va consister, comme pour Titan et Mimas, a reperer des signes dis- 
tinctifs sur la surface de Mercure et sur plusieurs images, afin d’ajuster un axe et une vitesse de 
rotation, pour determiner une amplitude de libration diurne ainsi qu’une obliquite. Les contraintes 
d’ensoleilleme nt de Mercure ainsi que la resonance spin-orbite rendent difficiles I’accumulation de 
telles donnees. jPfvffer et al.l ()201lh estiment que sur la duree nominate de la mission d’un an, 25 de 
ces points devraient etre utilisables, pour donner une precision de 1.4 seconde d’arc sur la libration 
diurne et 1 seconde d’arc sur I’obliquite. Bien sur, une prolongation de la mission donnerait une 
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meilleure precision. ICicalo fc Milanil (j2012|) suggerent de completer cette experience en utilisant les 
variations diurnes du champ de gravite, qui contiennent de I’information sur la rotation. 

La proximite du Soleil rend les missions vers Mercure rares car cheres. BepiColombo devait 
d’ailleurs initialement inclure un atterrisseur0 qui a ete supprime pour raisons budgetaires. II est 
malheureusement a craindre qu’a la suite de BepiColombo, Mercure ne soit plus exploree pendant 
plusieurs decennies. 


1. amercurisseur ? ahermisseur ? lander ? 
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Chapitre 7 

Etude a long terme : I’obliquite 


7.1 Introduction 


Depuis la decouverte de la resonance spin-orb i te de Mercure, cette p lanete est consideree comme 
etant a I’Etat de Cassini 1 ( Colomb3 . 1966 : Peak . 19691 : Beletskii . 1972ll . ce qui a necessite d’etendre 
la definiti on des Etats de Cass ini aux corps non synchrones. Ceci a ete verifie observationnellement 
en 2007 ( Margot et al. . 2007li . une nouvelle fois a I’aide d’observations radar. L’avantage d’une 


rotation amortie, c’est-a-dire correspondant a un equilibre dynamique, est qu’elle pent etre calculee 
theoriqu ement. Elle n e depend pas, en effet, de conditions initiales, et done ne necessite pas de 
Peale ( 1969l i a propose la formule suivante pour I’obliquite e a I’Etat de Cassini 1 : 


mesures. 


e = — 


Ctl sini 


C^cos L + 2nM^R‘^ — 


123^3 

16 


C22 - _ g2)-3/2^20 


(7.1) 


on C est le moment d’inertie polaire, n ~ 26.0878 rad/an est le moyen mouvement moyen de 
Mercure autour du Soleil, e « 0.2056 son excentricite, C 20 = —J 2 et C 22 les harmoniques d’ordre 
2 de son champ de gravite (cf. Tab l6.ip . sa masse, et = 2439.7 km ( Archinal et al. IH) 

son rayon moyen. l et Cl sont respectivement I’inclinaison orbitale et la vitesse de precession du 
noeud ascendant par rapport an Plan de Laplace ('Sect 17.2)1 . dont le choix doit minimiser les 
variations de I’inclinaison. Son choix depend done de la fagon dont ces variations sont minimisees, 
et de ce choix dependront les valeurs de l et fl- En pratique, les parametres orbitaux et de forme 
sont bien connus, et les coefficients du champ de gravite M^, C 20 et C 22 peuvent etre calcules a 
partir des deviations de la sonde lors des survols ou de la course orbitale. Ainsi, mesurer I’obliquite 
e revient a mesurer le moment d’inertie polaire C. 

Une determination numerique de I’obliquite necessite, comme pour la rotation des corps syn¬ 
chrones, de determiner des conditions initiales les plus proches possibles de I’Etat de Cassini. Pour 
cela, il faut eliminer les oscillations libres. Le probleme est que les periodes impliquees sont tres 
longues par rapport a la duree de validite de s ephemerides. En utilisant les valeurs du champ de 


Milan! et al 


gravite de Mariner 10 () Anderson et al.l . 1198711 et C = 0.34M^ii^ comme suggere par 
(12001), on trouve une periode des oscillations l i bres de I’ordre de 1066 ans (|D’Hoedt &: Lemaitrd . 


^ .... 

20041 : iRambaux fc Boisl . 120041 : iBois fc Rambauxl. 120071 ) . La periode de regression du noeud ascendant 


est, elle, de I’ordre de 250 000 ans, sous I’effet des perturbations planetaires, de I’aplatissement du 
Soleil et de la correction relativiste ( Einstein . 19151 ). Par contre, les ephemerides planetaires ne sont 
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valides que sur quelques milliers d’annees . En accord avec nos partenaires de Pise, nous utilisons 
la theorie du JPL DE406 ( Standish . 


valide sur 6000 ans. Un tel intervalle de validite rend 
impossible I’extraction par analyse en frequence d’un terme de 250 000 ans, et done sa separation 
d’un terme de 1066 ans. Une autre piste pour approcher I’Etat de Cassini serait d’introduire un 
amortissement numerique, artificiel, qui convergerait vers la solution amortie. Un tel amortissement 
doit etre suffisamment lent (adiabatique) pour ne pas affecter la position d’equilibre, ce qui veut 
dire que le passage du regime non amorti au regime amorti doit se faire sur un nombre relativement 
important de periodes de ces oscillations libres... mais les ephemerides sont valides sur a peine 6 
periodes. 

II faut bien comprendre que le mouvement du noeud n’est pas uniforme, ce qui complique 
significativement la modelisation de I’obliquite. La formule de Peale lEa JT.ip suppose que est 
constant, qu’il faut interpreter par ne varie pas trap sur un intervalle donne. Un choix judicieux 
du plan de reference, que nous appellerons Plan de Laplace, permet de renforcer ce caractere 
constant. On comprend alors qu’il depend de la theorie orbitale ainsi que de I’intervalle d’etude. 
C’est pourquoi nous proposons une solution alternative a ce probleme fSec i7.dp . 


7.2 Differentes fagons de determiner un Plan de Laplace 

Lorsque j’ai commence a travailler sur Mercure en octobre 2007, la determination du Plan de La¬ 
place m’a ete presentee comme un enjeu important dans la preparation de la mission BepiColombo. 
L’une des difficultes vient du fait qu’il y a plusieurs methodes, non equivalentes, de le determiner. 
Je presente ici 3 d’entre elles. 


7.2.1 Moyennisation seculaire llYseboodt Margotl . l200m 


Yseboodt k. Margotl ( 2006li proposent de se baser sur une theorie orbitale seculaire0 de Mercure. 


Le Plan de Laplace pent etre vu comme le plan sur lequel I’orbite de Mercure precesse. Pour 
I’obtenir, ils partent de I’expression de la perturbation seculaire des autres planetes sur I’orbite de 
Mercure : 


R. 


= E 


k=2 


QM^ai 


(4/2 (^) e? - (P? + 9?) 4/2 (^) - 2eiefcCos(wi - (^) 




2 {pkPi + qkQo) ^ 3/2 


( 1 ) ( ai 


ak 


ou les planetes de Mercure a Neptune sont numerotees de 1 a 


sin ifc cos et les 4/2(®) coefficients de Laplace (Ea J3.48p . Ils en deduisent, pour chaque 

planete perturbatrice, une frequence de precession Wk deja definie par Burns et al. ( 1979l l : 


(7.2) 


Pk = sin/fcsinf/fc, qk = 


Wk = 




(7.3) 


1. e’est-a -dire moyennee sur les long itudes moyennes 

2. Dans (I Yseboodt fc Margotl . 12001 i. elles sont numerotees de 0 a 7. 
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ou n est le moyen mouvement de Mercure et la masse du Soleil. La somme des Wk donne 
une periode de regression du noeud ascendant d’environ 235 000 ans, ici sans tenir compte de la 
relativite generale. On obtient 


dqi 

dt 

8 

= '^{Pk- Pi)wk, 

k=2 

(7.4) 

dpi 

dt 

8 

= ^{Qk- qi)wk, 

k=2 

(7.5) 


en considerant que I’inclinaison de chaque planete est constante. Si le plan de reference est le Plan 
de Laplace, alors on a dqi/dt = dpi/dt = 0, ce qui implique 


T,l=2PkWk 

E S ’ 

k=2 Wk 
E|=2 QkWk 
Ea:=2 Wk 


(7.6) 

(7.7) 


On a ainsi la normale an Plan de Laplace dont la longitude et la latitude ecliptiques sont respecti- 
vement A = —8.8° et (3 = 87.9°. 


7.2.2 Moyennisation numerique l Yseboodt &: Margot . 20061 ) 


Les memes auteurs ont compare cette determination de I’orientation du Pole de Laplace avec 
celle obtenue numeriquement, a partir des ephemerides orbitales DE408. Pour cela, ils ont considere 
un Plan de Laplace instantane, base sur le mouvement instantane de precession de I’orbite, ce 
mouvement etant lui-meme obtenu par moyennisation sur un certain intervalle de temps autour de 
J2000. Ils ont essaye sur des intervalles de plus ou moins 1000, 2000, 4000 et 8000 ans autour de 
J2000 et confirment que 1’approximation d’une precession constante est de moins en moins precise a 
mesure que I’intervalle croit. Sur un intervalle de 2000 ans centre sur J2000, ils obtiennent A = 66.6° 
et /3 = 86.725°. 


7.2.3 Plan de Laplace instantane a t=J2000 llD’Hoedt et al.l . 120091 1 


D’Hoedt et al. ( 2009l l proposent une determination analytique du Plan de Laplace instantane 


a partir de developpements paraboliques de I’inclinaison et du noeud ascendant par rapport a 
Lecliptique : 


i{t) io + ht + i2t'^, (7.8) 

^2(^) ~ + f22^^) (7-9) 

les coefficients etant obtenus numeriquement a partir d’une theorie orbitale (DE406 dans notre 
cas). Apres de nombreux calculs detailles dans I’article, les auteurs obtiennent A = 48.1932°[1 et 
/3 = 87.2883°. 


3. Cette valeur est erronee dans IP’Hoedt et all . Lood l mats corrigee dans JNovelles fc D’HoedtI . l2012l l . 
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Dans les 3 cas, on pent remarquer que les valeurs de la latitude /3 sont assez procties. II semble 
par centre que la longitude A soit pen contrainte, ce qui avait deja ete remarque par ces etudes. 


7.3 Notre modelisation de I’obliquite 


_ L’etude que je presente maintenant, publiee dans (jNovelles fc D^oedtl . l2012l : lNovelles &: Lhotkal . 

201 3l l. a ete initialement motivee par notre obligation contractuelle0 , a Namur, de fournir a I’equipe 
d’A. Milan! une routine donnant, pour chaque date concernee par BepiColombo, la matrice de pas¬ 
sage de I’ecliptique a J2000 au repere des axes principaux d’inertie de Mercure. L’imperatif de 
precision exigeait I’utilisation d’ephemerides orbitales, dans notre cas DE406, ainsi que d’une reso¬ 
lution numerique du probleme. Les oscillations en obliquite ne pouvant etre amorties suffisamment 
lentement, nous devious connaitre avec une grande precision les variations de I’orientation du pole 
de Mercure, un modele uniformemement precessant etant insuffisant. 

Cette approximation n’etant plus utilisee, le Plan de Laplace perd de son interetd. C’est pour- 
quoi nous utiliserons I’ecliptique a J2000 comme repere de reference dans cette etude. Je presente 
d’abord la methode, numerique, elaboree alors que le champ de gravite de Mercure connu etait 
celui donne par Mariner 10, i.e. avec une incerti tude de 33% sur Jo et 50% sur C 22 , puis je donne 
une solution plus precise utilisant les valeurs de ( Smith et al.l . 1201211 issues des premiers mois de la 


mission MESSENGER. Je terminerai par une estimation d’autres effets sur I’obliquite. 


7.3.1 La methode (jNovelles &: D’HoedtI . l2012l j 


Afin de determiner I’equilibre dynamique d’un systeme perturbe, comme la rotation d’un corps 
en resonance spin-orbite, j’obtiens d’excellents resultats en utilisant un algorithme base sur I’analyse 
en frequence (ChapHU]). Ceci necessite de modeliser le mouvement sur un intervalle de temps au mi¬ 
nimum egal a 2 f ois la plus longue periode intervenant, sachant que le mouvement du pole de Mercure 
est a diabatique ( Bills fc Comstock . 2005; Peak, 200(ll : Rambaux et ah . 2007; D’Hoedt fc Lemaitre . 
20081 1. Plus precisement, les echelles de temps associees se chiffrent en centaines de milliers d’annees. 
Malheureusement, les ephemerides ne sont disponibles que sur plusieurs milliers d’annees. 

L’idee est d’extrapoler les ephemerides, pour obtenir une modelisation du mouvement sur plu¬ 
sieurs millions d’annees. Nous obtiendrons ainsi des resultats sur plusieurs millions d’annees, en 
sachant qu’au maximum 30 ans nous interessent, afin de couvrir les missions MESSENGER et 
BepiColombo. De ce fait, nous ne cherchons pas a savoir si notre extrapolation est realiste, nous 
souhaitons simplement qu’elle soit au mieux manipulable et que le resultat obtenu soit tangent a 
une solution realiste sur quelques annees. 

Nous sa vons que les termes a courte periode ont une influence negligeable sur les variables 


d’obliquite ( Rambaiix et ah . 2007 : Dufev et ah . 2009l l. Par consequent nous pouvons utiliser un 


systeme d’equations moyennees sur le mouvement en longitude, apres expression de I’argument de 
la resonance 3 :2, 2cj = 2p — 3A -|- w, ou Tangle de rotation p = l + g + ha ete defini precedemment 
(^Ea J2.9p . A est la longitude moyenne de Mercure, et w la longitude du pericentre. Pour cela nous 
partons du Hamiltonien moyenne < R >, developpe au degre 2 en excentricite e / inclinaison I : 


4. Projet ROMEO, pour Rotation Of Mercury and Equations of an Orbiter. Contrat Prodex C90253 de BELSPO, 
pour BELgian Scientific POlicy. 

5. En fait, il pent etre utile pour verifier la Troisieme Loi de Cassini qui sti pule que I’axe du moment cine tique, 
la normale a I’orbite et la normale au Plan de Laplace doivent etre coplanaires JCassin 1, 1 16931 : IColombol . Il966l l . 
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avec 


GM^M» a? 


<Vc>=- 


^ ^ p2 }_ 

(Ao-iAi)6 n2 


C 20 7i + 36*2272 


(7.10) 


(7.11) 


et 


7i = 1^1 + (-1 + 3cos^ (^-1 + 3cos^ K 

— 3 cos I cos K cos(ro — + ^) sin I sin K 

— ^ (1 “ cos^ ^1 — cos^ cos(2zi 7 — 2^ + 2r)^ 


(7.12) 


72 = —e (1 — cos I)^ (1 — cos JT)^ cos(2ti7 + 4r + 2(7 — 4^) 

32 

7 

+ -e (1 — cos I) (1 — cos K) sin I sin K cos(tu + 3r + 2(j — 3^) 

8 

21 

+ —e sin^ I sin^ K cos(2r + 2a — 2fl) 

16 

7 

+ -e (1 + cos I) (1 + cos K) sin I sin K cos(w — r — 2a + fl) 

8 

+ —e (1 + cos I)^ (1 + cos K)'^ cos(2ci7 — 2c7). 

Les variables canoniques de notre Hamiltonien sont 


cr. 


Ai = InC*, 


r, A 3 = Ai(l — cos AT), 


(7.13) 


(7.14) 


on r est I’angle d’Euler defini precedemment fEa l2.9p . K est I’obliquite de Mercure par rapport a la 
normale a I’ecliptique, et Aq = K est laisse par commodite d’ecriture, mais il doit etre 

remplace par son expression en fonction de Ai et A 3 pour calculer les equations de la dynamique. 
Les equations derivees de ce Hamiltonien sont 


_ d<H> 

^ ~ aAi ’ 

\ _ d<'H> 
~ dAs ’ 


A _ d<H> 

-- 55 —’ 

A _ d<n> 
^3 - —aAT- 


(7.15) 


Nous avons besoin des elements orbitaux e, I, w et L’idee maintenant est d’utiliser les 
elements reguliers de Poincare : 


k = ecosw, h = esinvj, 

q = sin cos p = sin sin 

Dans le cadre d’une theorie orbitale quasi-periodique, on aurait 


(7.16) 
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k{t) 

= ai cos {ujit + pi), 

(7.17) 

h{t) 

= '^aism{u;it + Pi) , 

(7.18) 

Q{t) 

= cos {Qit + 4>i), 

(7.19) 

P{t) 

= ^Pi sin (fljt + 4>i) , 

(7.20) 


ou les ai, Pi sont des amplitudes, Wj, des frequences, et pi, des phases a I’origine du temps. 
Toutes ces quantites sont constantes. Ici on utilise le fait que ces 4 quantites sont dynamiquement 
liees 2 par 2, h et k d’un cote, et g et p de I’autre. Les periodes i mpliquees sont tres longues par 
rapport a I’intervalle de validite des ephemerides (cf. Laskar ( 1988l i pour une decomposition quasi- 
periodique des mouvements orbitaux des planetes du Systeme Solaire), les ephemerides permettent 
plutot d’obtenir des evolutions de type parabolique, c’est-a-dire 



k{t) ak + bkt + Ckt^ , 

(7.21) 


h{t) K. ah + bht + Cht^ , 

(7.22) 


q{t) ^ aq + bqt + Cqt^ , 

(7.23) 


p{t) « Op + + Cpt^. 

(7.24) 

On pent remarquer que pour 

une decomposition quasi-periodique a 2 termes. 

on a autant 

’equations que d’inconnues. En effet, en ecrivant 


k{t) = 

ai cos {ojit + pi) + a2 cos {u}2t + P2) , 

(7.25) 

h{t) = 

ai sin pjJit + pi) + 02 sin {oj2t + P2) , 

(7.26) 

Q{t) = 

Pi cos (flit + (^l) + P2 cos {Q.2t + <i> 2 ) , 

(7.27) 

p{t) = 

Pi sin (flit + 4>i) + P2 sin {PL2t + ^ 2 ), 

(7.28) 

] en developpant ces equations autour de la meme origine t = 0 , on obtient 


— 

ai cos pi + 02 cos p2, 

(7.29) 

bk = 

- (aiwi sin 01 + a 2 W 2 sin (/) 2 ), 

(7.30) 

Ck = 

(^aiWi cos 01 + 02^2 cos 02 ) , 

(7.31) 


ai sin 01 + a 2 sin 02 , 

(7.32) 

bh = 

aiCJi cos 01 + Q; 2 a ;2 cos 02 , 

(7.33) 

Ch = 

- ^ (aiWi sin 01 + 02^1 sin 02 ^ , 

(7.34) 


et 
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Qg = /^iCOS^^l +/S2COS$2, (7.35) 

bq = + /32ll2sin<I>2) , (7.36) 

Cq = + ^2^^2COS^2) , (7.37) 

ap = /3i sin^i +/32sin‘^2, (7.38) 

bp = /Silli cos <I>i +/32ll2 cos <I >25 (7.39) 

Cp = (^/JiOisin^^i +/32^^isin$2) ■ (7.40) 


Meme si ces equations ne sont pas lineaires, une resolution numerique fonctionne tres bien. 
J’ai pour ma part utilise Maple@. En ajustant les paraboles fEa l7.21l a I7.24p sur I’intervalle 
[JIOOO :J3000], on obtient 

k{t) ^ (-2.31417 X 10"^^ ± 1.785 x 10“^^)t^ 

+(-5.52628 X 10"® ± 7.656 x 10"^°)t 

+0.0446629 ± 7.53 x 10"^°, (7.41) 

h{t) ^ (-7.76651 X 10"^^ ± 1.769 x 10“^^)t^ 

+(1.43999 X 10“® ± 7.586 x 10“^°)t 

+0.200722 ± 7.461 x lO""^, (7.42) 

q{t) ^ (-1.21729 X 10"^^ ± 7.664 x 10“^®)t^ 

+(6.52656 X lO""^ ± 3.287 x 10“^^)t 

+0.0406163 ± 3.233 x 10“^ (7.43) 

p{t) ^ (-1.04673 X 10"^^ ± 7.53 x 10“^®)t2 
+(-1.27792 X 10"® ± 3.23 x 10“^^)t 

+0.0456362 ± 3.177 x 10■^ (7.44) 

ce qui donne 


Qfl 

= 0.1990903983, 


CJl 

= 2.852011398 x 10“® 

rad/an (periode : 220 307.16 ans), 

4>i 

= 1.30845314198 rad 

(74.969°), 

02 

= 0.01094807206, 


CJ2 

= 4.767836272 x 10"® 

rad/an (periode : 1317 827.41 ans) 

4>2 

= 2.26085090227 rad 

(129.537°), 


et 
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/3i = 0.06094690052, 

Hi = —2.298222197 x 10~^rad/an (periode : 273 393.29 ans), 
d>i = 0.60658814513 rad (34.755°), 

/32 = 0.01442538649, 

H 2 = 1.340719884 X 10“^rad/an (periode : 468642.66 ans), 
$2 = 2.28580288184 rad (130.967°). 

On pent ecrire ainsi : 


k(t) ? 

a 0.1990903983cos(2.852011398 x 10“^t -h 1.30845314198) 
-hO.01094807206 cos (4.767836272 x 10“®t-h 2.26085090227), 

(7.45) 

h{t) ? 

a 0.1990903983sin(2.852011398 x 10“®t -h 1.30845314198) 
-hO.01094807206sin(4.767836272 x 10“®t-h 2.26085090227), 

(7.46) 

q{t) ? 

a 0.06094690052 cos(-2.298222197 x 10“®t-h 0.60658814513) 
-h0.01442538649cos(1.340719884 x 10“^t-h 2.28580288184), 

(7.47) 

pit) ? 

a 0.06094690052 sin(-2.298222197 x 10“^t-h 0.60658814513) 
-hO.01442538649 sin (1.340719884 x 10“®t-h 2.28580288184), 

(7.48) 


les phases etant donnees a J2000. La Fig J7.1l donne I’erreur induite par I’utilisation des series 
trigonometriques (I7.45p a (|7.48p . On pent voir pour les variables liees a I’inclinaison, q et p, un 
signal de degre 3. II s’est en fait avere que ces variables etaient an mieux modelisees par des 
polynomes de degre 3, mais nous aurions eu alors 8 equations, alors qu’une serie trigonometrique 
a 3 elements contient 9 inconnues. II etait done plus pratique de se limiter au degre 2, I’erreur 
etant bien plus faible que pour les variables d’excentricite k et h sur I’intervalle de validite des 
ephemerides. 

Une fois ces series trigonometriques obtenues, elles peuvent etre extrapolees sur plusieurs mil¬ 
lions d’annees sans diverger. La modelisation de I’obliquite K et de I’angle associe cr^ = r + ^ est 
obtenue avec : 

1. Simulation numerique a long terme, en utilisant le systeme d’equations moyennees (I7.15P et 
les series trigonometriques (|7.45p a il7.48p sur plusieurs millions d’annees, en couvrant les 
valeurs possibles des parametres du champ de gravite, 

2. Identification des differents termes forces et elimination des librations libres (cf. Chap (TUI, 

3. Ajustement, par moindres carres, d’une loi reliant chaque amplitude aux parametres d’inte- 
rieur 020 , C 22 et C/{M^R^), 

4. Verification, a posteriori, du bien fonde de cette methode et de la validite du resultat. Pour 
cela, les conditions intiales obtenues, utilisant les amplitudes ajustees, sont utilisees en pro¬ 
pageant les equations de la rotation rigide de Mercure non moyennees. L’ecart a I’equilibre 
dynamique se traduira par des oscillations libres dont la periode sera de I’ordre de 1000 ans; 
leur amplitude permet d’estimer I’erreur induite par la methode. 
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Figure 7.1 - Erreur sur les elements orbitaux. Ces courbes montrent la difference entre les elements 
orbitaux donnes par DE406 et les series trigonometriques (I7.45p a (j7.48p . 


Dans ( Novelles fc D’Hoedt . 201211 . nous avons applique cette theorie avec succes mais en utilisant 
des valeurs du champ de gravite de Mercure donnees par Mariner 10, qui sont maint enant obsoletes. 
C’est pourquoi je developpe Tapplication presente dans llNovelles T.hotkal. I 2 OI 3 II , qui utilise des 
donnees MESSENGER. 

II a ete difficile de publier cet article, I’un des reviewers etant si peu convaincu du bien fonde de 
I’etude qu’il insistait pour que toute reference a BepiColombo soit supprimee. Comme nous etions 
finances dans le cadre de la preparation de cette mission, nous ne pouvions pas accepter cette 
exigence. Ceci s’est finalement resolu par la designation d’un autre reviewer. 


7.3.2 Notre solution (iNovelles &: Lhotkal . l2013l l 


Les determinations de parametres du champ de gra vite avec une bonne precision iTab JO.ip 
par Smith et al. ( 2012ll et de I’obliquite de Mercure par Margot et al. ( 2012l l nous ont incites a 
reprendre cette etude pour I’appliquer aux valeurs actuelles. L’un des buts etait de determiner le 
moment d’inertie polaire de Mercure C par une methode independante de celle de Peale. 

Ce travail a ete fait en collaboration avec Christoph Lhotka qui a fait I’essentiel de la partie 
analytique, alors que j’ai fait I’essentiel de la partie numerique. C’est pourquoi j’insisterai sur le 
numerique. Le travail de Christoph a consiste a reecrire une formule dans I’idee de celle de Peale, 
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apres moyennisation des termes periodiques et sans considerer a priori que la difference des noeuds 
CJ 3 etait identiquement nulle. De plus, I’inffuence des harmoniques d’ordre superieur etait consideree. 
La formule obtenue est 


e 


1 + -— COS/+ — 
6 n 6n , 


(7.49) 


X 


n 


C/{AI^R^)dsmI 


^ 22 fl { e ) — ^20/2(6) + 6*40 







avec 


/i(e) 

123 3 
= 7e-—e, 

(7.50) 

/ 2 (e) 

. 32 15 4 

(7.51) 

/3(e) 

5 25 n 525 4 

(7.52) 

= 2 + y^ +1^^- 


Cette formule (|7.49p est a comparer avec celle de Peale fEa J7.ip . On pent remarquer la presence 
de la precession de Largument du pericentre w, ainsi que de I’liarmonique C 40 , dont I’inffuence sera 
toutefois tres limitee par la presence du prefacteur (ii^/a)^. 

D’un point de vue numerique, nous sommes partis du Hamiltonien moyenne <R > suivant : 


+ M ^)2 

< 7^ > (Si,S3,cJi,cJ3,t) =- ( 2 S 4 - 3 Si )2 - 

5]2 

+ — Eiu + (S 3 — Si)^ — QM:0.M)^ < V >, 

on 

- Si est la norme du moment cinetique de rotation de Mercure (= 2>/2nCP si on vent se referer 
a des notations utilisees precedemment), 

- S 3 = Si(l — cos K) on K est I’obliquite de Mercure par rapport a Lecliptique J2000, 

- ( 7 i est Largument de la resonance 3 :2 tel que 2ai = 2p — 3X + w (voir plus liaut), 

- (73 = r + ^ est I’angle en libration du fait de la Troisieme Loi de Cassini, 

” S 4 = + M:^)a + 3 / 2 S 1 . L’angle associe, <74 = A, n’apparait pas dans notre 

Hamiltonien moyenne, ce qui fait de S 4 une constante. 

< V > est, a un prefacteur pres, le potentiel perturbateur moyenne sur les courtes periodes. II est 
de la forme 


< V >— C20 < V20 > +C22 < V22 > +030 < V30 > + 0*40 < V40 >, (7.54) 

I’expression des < Vnm > etant donnee dans ( Novelles fc Lhotka . 2ni3h . On pent remarquer dans 
I’expression du Hamiltonien <R >, la vitesse de precession de Largument du pericentre cj, que nous 
considerons dans notre modele. Nous allons egalement jusqu’au degre 4 en excentricite / inclinaison. 
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Nous obtenons ensuite les equations Hamiltoniennes 


cri 

<^3 


d<H> 
dSi ■ 
d<H> 
dT.3 ■ 



d<'H> 

dai ' 

a<'H> 

das ■ 


(7.55) 


dans lesquelles nous injectons les expressions trigonometriques a long terme de k, h, q, p lEo. 17.451 a 
I7.48|) . Nous avons numeriquement localise I’Etat de Cassini , dependant d u ten ips, pour 56 modeles 
de Mercure cotierents avec le champ de gravite mesure uar lSmith et al.l (|2ni2l l. c’est-a-dire 
“ <^20 G [—5.1 X 10“^; —4.9 x 10“®] (valeur nominate : —5.031 x 10“®), 

- C 22 £ [8.0 X 10“®; 8.2 x 10“®] (valeur nominale : 8.088 x 10“®), 

- C 30 G [—1.3 X 10“®; —1.1 X 10“®] (valeur nominale : —1.188 x 10“®), 

- C'40 G [—2.19 X 10“®; —1.71 x 10“®] (valeur nominale : —1.95 x 10“®), 

[0.32; 0.38] (valeur nominale : 0.35). 


C/(M^ 




Un exemple d’analyse en frequence de la solution numerique est donne dans la Tab J7.ll On pent 
voir des termes dependant uniquement des frequences donnees dans les expressions trigonometriques 
(|7.45p a ()7.48p . et d’autres qui correspondent a des oscillations libres et ne doivent pas apparaitre 
lorsque les conditions initiates correspondent exactement a I’Etat de Cassini. 


Table 7.1 - Un exemple d’analyse en frequence de la solution numerique de notre systeme d’equa- 
tions (j7.55p pour les parametres d’interieur nominaux C 2 Q = —5.031 x 10 “®, C 22 = 8.088 x 10 “®, 
Cao = -1.188 X 10“®, C'40 - 1-95 x 10“® et C = 0 . 35 M^i ?2 _ 


N 

Amplitude 

Periode 

Identification 


(arcmin) 

(ans) 


K-i 

1 

1.9755 

00 

< K - i> 

2 

0.2682 

172 332.6 

2 U 2 - 2Ui 

4 

0.0254 

264 530.5 

oji - 002 

5 

0.0132 

60 999.1 

‘2uj\ — 217]^ 

6 

0.0121 

57 555.3 

3 U 2 - 3Ui 

7 

0.0026 

4167.1 

libre 

8 

0.0025 

43 166.2 


9 

0.0025 

4302.6 

libre 

0-3 

1 

6.2509 

172 665.2 

1^2 — ^1 

2 

1.4683 

86 332.6 

2 O 2 - 2Ui 

3 

0.3462 

57555.1 

3 U 2 - 3Ui 

4 

0.1112 

60 999.0 

‘2uj\ — 217]^ 

5 

0.0816 

43 166.3 

4172 — 417i 

6 

0.0400 

497 291.8 

Ci72 — T ^2 — 

7 

0.0396 

104473.0 

VJ-i — 'UJ2 + O 2 — U 4 

8 

0.0261 

45 075.0 

2 wi — 3Ui + 0,2 

9 

0.0214 

4167.1 

libre 

10 

0.0209 

4 302.6 

libre 


Les termes forces sont gardes, et nous avons finalement identifie une solution a 34 termes : 
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K = i + ai — 2o2 cos (02 — Oi) + 203 cos (2O2 — 20 i) — 204 cos (roi — -072) 

+ 205 cos (2t77i — 2O1) — 200 cos (3O2 — 30 i) + 2 aj cos (4O2 — 40 i) 

+ 2a8 cos {vj2 — wi + 0-2 — Oi) + 209 cos {vJi — W2 + O2 — Oi) + 2aio cos {wi + vj2 — 20i) 

— 2 aii cos ( 2 ti 7 i — 30 i + O2) — 2ai2 cos (5O2 — 50 i) + 2ai3 cos { 2 wi — 2w2) 

— 2 ai 4 cos (tZ 7 i — ■072 — 2O1 + 2O2) — 2 ai 5 cos (o 72 — 07 i — 2O1 + 2O2) 

— 2 ai 6 cos ( 2 o 7 i — 2O2), ( 7 . 56 ) 

(T3 = 2ai7 sin (O2 — Oi) — 2ai8 sin (2O2 — 20i) + 2ai9 sin (3O2 — 30 i) 

— 2020 sin ( 2 o 7 i — 20 i) — 2a2i sin (4O2 — 40 i) — 2022 sin (072 — t 77 i + O2 — Oi) 

— 2023 sin (o 7 i — 072 + O2 — Oi) + 2 o 24 sin ( 2 ' 07 i — 30 i + O2) + 2025 sin (5O2 — 50 i) 

+ 2o 26 sin ( 2 o 7 i — Oi — O2) — 2027 sin (o 7 i + 072 — 20 i) + 2o28 sin (—■ 07 i + 072 — 20 i + 2O2) 

+ 2o 29 sin (o7i — ^072 — 2O1 + 2O2) — 2030 sin (2o7i — 40 i + 2O2) — 2031 sin (6O2 — 6O1) 

+ 2032 sin (o7i + 072 — 30 i + O2) — 2033 sin (o7i — -072 — 30 i + 3O2) 

— 2034 sin (o72 — 07 i — 30 i + 3O2) , ( 7 . 57 ) 


avec 


di — 


C! 


oiiC! + PiC2o + 72^^22 + Si 

pour z = 1,2,5,6,17,18,19, 20,21,22, 23,24,26, 27, 


(7.58) 


c/ 

Oii + ^<^20 + liC22 

pour i = 3,4 

C! (m^R^ 

Oj = -- — 

+ l3iC20 

pour i = 7,8, 9,10,11,12,13,14,15,16,34, et 


(7.59) 


(7.60) 


di — 


C/ 


UiC/ yM^R'^j + /3iC'2o + 7« 


(7.61) 


pour i = 25,28,29,30,31,32,33. Ces formules sont ajustees sur les amplitudes obtenues numeri- 
quement pour les 56 modeles de Mercure, et leur forme est inspiree de I’equation de Peale ('Ea l7.ll) . 
On pent remarquer qu’on n’a detecte aucune influence des harmoniques J 3 = —C 30 et J 4 = —0*40 
sur les variables liees a I’obliquite. 






7.3. NOTRE MODELISATION DE L ’OBLIQUITE 


157 


Table 7.2 - Les coefficients intervant dans les Ea J7.58l a l7.61l 


i 

ai 

A 

li 

Si 

1 

-9.6916394157 

-1.022791 X 10'^ 

1.224118 X 10'^ 

-0.041284174514 

2 

57.319667133 

-1.495053 X 10® 

1.8067315 X 10® 

-15.290923597 

3 

-288.588048 

-6.75794 X 10® 

8.648745 x 10® 

- 

4 

109.5839605 

-2.3327045 x 10^ 

-2.8315945 x 10^ 

- 

5 

9618.2490875 

-5.967955 x 10^ - 

-1.4620515 X 10^° 

-4270.5575456 

6 

5690.3083952 

-3.29021 X 10^ 

4.59872 X 10^ 

-5791.2841683 

7 

160882.75 

-1.563842 X 10^° 

- 

- 

8 

-330146.25 

-3.3956545 x 10^° 

- 

- 

9 

-307545.35 

-3.441592 X 10^° 

- 

- 

10 

-879441.5 

-4.59746 X 10^° 

- 

- 

11 

-1025209.5 

-5.12722 X 10^° 

- 

- 

12 

760424 

-7.318535 X 10^0 

- 

- 

13 

-3583265 

-1.7097535 X 10^^ 

- 

- 

14 

-1352596 

-1.522164 X 10^^ 

- 

- 

15 

-1475953.5 

-1.554497 X 10^1 

- 

- 

16 

-4788455 

-2.4530905 x 10^^ 

- 

- 

17 

0.0459703076 

-111936.3 

133840.35 

0.00068014043987 

18 

0.5097512707 

-474698 

568708 

-0.0063487867442 

19 

3.6758306831 

-2005542 

2431534 

-0.32882074509 

20 

20.470309592 

-12322835 

-31382330 

1.6246447377 

21 

22.351343806 

-8470000 

10602865 

-4.3502813922 

22 

1.8968370715 

-25710160 

-28807205 

-14.991580755 

23 

28.007891612 

-25704595 

-30518425 

0.75276141087 

24 

151.69560968 

-52410050 

-127924300 

-54.254151937 

25 

11.320467298 

-35729050 

384.87733645 

- 

26 

60.949766585 

-91723450 

-262171000 

275.67522095 

27 

93.149257619 

-96422550 

-265414800 

257.09346578 

28 

256.01109782 

-108893750 

-1098.8078842 

- 

29 

93.896968203 

-109386550 

-1017.8654389 

- 

30 

880.39601125 

-223772150 

-4722.8636039 

- 

31 

-390.02956574 

-145710250 

2105.3653480 

- 

32 

1929.3930214 

-404092500 

-8327.8625575 

- 

33 

2613.8902647 

-456302000 

-4855.3715926 

- 

34 

-2905.1715 

-438245500 

- 

- 


7.3.3 Test de la solution 

Le but de cette etude est d’obtenir des conditions initiates proches de I’Etat de Cassini pour un 
Mercure realiste. Notamment, pour une dynamique de rotation non moyennee et de vraies ephe- 
merides. Tout ecart a I’Etat de Cassini se traduira par des oscillations libres, dont nous soutiaitons 
que I’amplitude soit la plus petite possible. 

Nous avons fait ces tests a partir des equations issues d’un Hamiltonien non moyenne, en tenant 
compte des harmoniques C 20 , C 22 , C'so et C^q. Un exemple est donne par la Fig ]7.2l On pent y voir 
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le terme libre de periode de I’ordre de 1000 ans. 



Figure 7.2 - Obliquite de Mercure simulee en propageant les equations non moyennees, mais 
en partant des conditions initiates donnees par le systeme moyenne, avec C 20 = —5.031 x 10“^, 
C 22 = 8.088 X 10“®, Cso = C 40 = 0 et C = 0.35M^i?^. Les oscillations de periode environ 1000 ans 

sont des librations libres, qui ne seraient pas presentes si les conditions initiates etaient ideates. 


Nous avons en fait teste la validite de nos conditions initiates (|7.56l & 17.571) avec les 56 jeux 
de paramet res d’interieui y des equations non moyennees, et les ephemerides orbitales DE406 et 


INPOPlOa (jFienga et al.l . [201l|). L’amplitude des oscillations libres a ete obtenue par analyse en 


frequences fFig l7.3p . 

Nous pouvons voir qu’en aucun cas, I’amplitude des oscillations libres n’est superieure a 750 
millise condes d’arc. Pour r eference, la precision de la mesure de I’obliquite est d’environ 5 secondes 


d’arc (jMargot et al.l . l2012l L On pent remarquer que, dans le cas d’INPOPlOa, certains points sont 


absents. La raison est qu’INPOPlOa n’est disponible que sur 2000 ans, periode sur laquelle it pent 
etre difficile de detecter un terme periodique dont la periode est proche de 1000 ans. 


7.3.4 Influence des harmoniques d’ordre superieur 

Nous avons teste I’influence des harmoniques d’ordre superieur a partir du systeme non moyenne. 
Le systeme moyenne suggere que les harmoniques J 3 et J 4 n’ont pas d’influence. Dans le cas du 
systeme non moyenne, nous avons fait varier les parametres J 3 et J 4 et avons extrait des simulations 
numeriques I’obliquite moyenne. Si J 4 ne semble pas avoir d’influence, J 3 en a fFig l7.4p . 

On pent voir que la dependance en J 3 semble lineaire dans le domaine compatible avec les 
observations. Un ajustement par moindres carres donne 

e = (- 355 . 197 C' 3 o + 2.06115) arcmin, (7.62) 

ce qui vent dire que negliger J 3 peut induire une erreur de 253 millisecondes d’arc pour la 
valeur nominale J 3 = 1.188 x 10“®. Ceci est en contradiction avec la formule (17.491) et I’etude 
numerique a long terme. Nous avons cherche a ameliorer les calculs precedents en poussant I’ordre 
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Figure 7.3 - Amplitude des oscillations libres dues a nos conditions initiales. 

des developpements en excentricite / inclinaison et n’avons pas reussi a trouver une influence de J 3 . 
Une piste d’amelioration est d’introduire une moyennisation d’ordre 2 en les parametres du champ 
de gravite. Ceci est une tache tres lourde, nous ne I’avons pas faite dans le cadre de cette etude. 


7.3.5 Influence des marees 

L’attraction diflerentielle du Soleil sur Mercure, c’est-a-dire les marees, contribue a la dissipation 
de I’energie de rotation, ce qui a pour consequences I’etablissement de la resonance spin-orbite 
(ChapiHl) et de I’Etat de Cassini, mais aussi la forme triaxiale de Mercure. Une autre consequence 
des marees est un effet periodique, non dissipatif, qui altere le champ de gravite et la forme a 
la periode orbitale et ses harmoniques. En effet, le couple de maree depend de la distance Soleil- 
Mercure, qui varie d’un facteur ~ 1.5 sur une orbite du fait de I’excentricite importante ~ 0.206. II 
depend egalement de la vitesse de rotation de Mercure car le couple subi par un element de masse 
depend aussi de s on orientat i on pa r rapport au Soleil. 

On a, d’apres iGiampieril (j200J) : 


C20{t) = + 


- Qte cos M-, 


0*22 (i) = ( 2 cos - ecos 2 AI), 


(7.63) 

(7.64) 


ce resultat etant obtenu a partir du developpement de Kaula du potentiel de maree (I5.132p dans 
lequel Tangle d’heure locale 9* doit tenir compte de la rotation en resonance 3 : 2 . De plus. 
Van Hoolst et al. 1 2008li nous donnent 


C(t) = C 


static 


ko. 


^-qteM^R^ cos AI, 

ou k 2 est le nombre de Love classique d’ordre 2 lie au champ de gravite, et 


(7.65) 


qt = -3 


Mu \ 


a 


(7.66) 
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C 30 (x1e5) 


Figure 7.4 - Influence de C^q sur I’obliquite moyenne, obtenue apres integration numerique des 
equations non moyennees. Les autres parametres d’interieur sont les nominaux. 


Nous disposons de pen d’informati ons concernant II n’a jamais ete mesure, nous devons done 
nous contenter de modeles theoriques. Spohn et al. ( 200l|i I’estiment entre 0.3 e t 0.45 si Mercure n’a 
pas de graine rigide, et entre 0.1 et 0.4 si elle en a une. Rivoldini et al. ( 2009l i I’estiment entre 0.2 
et 0.8 en faisant differentes hypotheses sur la composition de la planete. La plus recent e estimation, 


qui utilise des donnees de MESSENGER, est entre 0.45 et 0.52 ( Radovan et al.l. 2014lb Nous avons 


considere /c 2 = 0.5 et ajoute les composantes periodiques des elements du champ de gravite dans 
nos formules, analytique (17.491) et numerique (17.561 fc 17.571) . Le resultat est donne Fig J7.5l 



2.0569 



2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018 2020 
Date 


2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018 2020 
Date 


Figure 7.5 - Variations de I’obliquite de Mercure dues aux marees, avec la formule numerique 
a gauche et la formule analytique a droite. La periode des variations est la periode orbitale de 
Mercure, soit 88 jours. 

L’epaisseur des courbes, de I’ordre de 30 millisecondes d’arc, vient des oscillations a courte 
periode, dues aux marees. On pent remarquer, dans le modele numerique, une pente qui n’est 
pas presente dans les modeles analytiques. Ceci est la signature des termes a tres longue periode 
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introduits dans les expressions trigonometriques extrapolees des elements orbitaux fEa J7.45l a l7.48p . 
et qui ne sont pas presents dans la formule analytique. 

La Tab 17.81 compare differentes influences sur I’obliquite. La premiere ligne, les librations libres, 
ne vient pas de la physique de Mercure mais d’une erreur sur la modelisation de I’obli quite. Cette er- 


reur est a comparer avec I’incertitude de 5 secondes d’arc sur la mesure de I’obliquite (jMargot et al. 


2012 |). Compare aux autres effets, J 3 semble important, done son influence doit etre clarifiee. Le 


mouvement polaire et les courtes periodes viennent de 2 etudes dont je parle au ChaplSl 


Table 7.3 ~ Les differents effets agissant sur I’obliquite de Mercure. 


Effet 

Influence sur I’obliquite 

Librations libres 

< 750 mas 

C30 

250 mas 

Mouvement polaire 

Ri 80 mas fNoyelles et ah. 20101 

Marees 

~ 30 mas 

Librations a courtes periodes 

< 20 mas fDufey et ah. 20091 

Derive seculaire 

~ 10 mas sur 20 ans 

C40 

non detectee 


7.3.6 Le moment d’inertie polaire C 

Le but de la modelisation de I’obliquite est d’inverser la mesure de I’obliquite e = (2.04±0.08) mi¬ 
nutes d’arc. Nous disposons de 2 formules, analytique et numerique, auxquelle s nous pouvons ajou- 


ter I’e ffet du coefficient J3. Dans la formule analytique, nous utilisons, comme lYseboodt fc Margot 


(120061) . I = 8 . 6 ° et une periode du noeud ascendant negative de 328 000 ans. De plus, nous consi- 
derons une periode positive de precession de I’argument du pericentre de 128 000 ans. Et ceci nous 
donne _^ ^^ 

2 ■ 


Margot et al.l (120121 1 : C/{M^R^) = 0.346 ± 0.014, 


- Formule analytique fEa ]7.49p : C/{M'^R^ = 0.34712 ±0.01361, 

- Formule numerique fEa ]7.561 fc 17.571) : C /= 0.34576 ± 0.01349, 

- Formule analytique fEa ]7.49p ± J 3 fEa J7.62p : C/{M^R^) = 0.34640 ± 0.01361, 

- Formule numerique fEa j7.56l fc 17.571) ± J3 fEa j7.62p : C/{M^R'^) = 0.34506 ± 0.01348. 

Cela n’a physiquement pas de sens de donner autant de chiffres significatifs. La raison est que 
les differences entre les resultats sont faibles, il faut done donner plus de chiffres que la mesure 
physique le suggere pour pouvoir comparer les resultats. Nous con statons que tous les resultats 
convergent. Avec la formule de Peale (Eg 17.11) . iMargot et al.l ((20121) trouvent pour valeur la plus 
probable de C/{M^R'^) 0.346. Cela pourrait etre en fait 0.345 ou 0.347. 


7.4 Conclusion 


Le probleme de I’obliquite de Mercure est fondamental dans le cadre de la mission MESSENGER 
et de la preparation de BepiColombo. C’est en effet la seule mesure qui donnera son moment d’inertie 
polaire, porteur d’information sur la structure interne. Nous verrons dans le chapitre qui arrive que 
cette information est utile pour connaitre la taille de la partie fluide du noyau. 
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CHAPITRE 7. L’OBLIQUITE DE MERCURE 


Avant ces etudes ( Novelles fc D’HoedtI . 120121 : iNovelles fc Lhotkal . l 2 ni,‘ll l. seule la formule de Peale 
existait dans la litterature pour inverser I’obliquite. En renongant a certaines approximations qui 
y sont faites, notamment en ne considerant pas la precession du noeud ascendant comme uniforme, 
en recourant a I’outil numerique, et en renongant a I’utilisation du Plan de Laplace, nous avons 
elabore une methode completement independante de celle de Peale. Nos resultats convergent, ce 
qui permet de dire que I’erreur due a la methode est tres faible. 

Mercure est consideree comme rigide pour I’estimation de son obliquite. En effet, sur des echelles 
de temps aussi longues, la viscosite est supposee solidariser le manteau du reste de I’interieur. Une 
perspective pourrait etre d’utiliser un modele d’interieur plus complet, en considerant un noyau 
interne (une grai ne), et une yiscosi te chiffree dans le noyau externe, fluide. Ce sujet a ete aborde 
recemment dans (IPeale et al.l . 1201411 , ou les auteurs ont pris en compte une graine dont I’orientation 
est differente du noyau, et une viscosite intervenant dans le couplage de pression aux interfaces 
rigide-fluide. Par exemple avec une graine dont I’axe d’orientation est desaxe de 3.55 minutes d’arc 
par rapport au manteau, les auteurs trouvent que I’axe d’orientation du manteau est deplace de 55 
millisecondes d’arc. Get effet est done 5 fois plus faible que celui du J 3 . 
















Chapitre 8 


Etude a court terme 
longitude 


: les librations en 


8.1 Introduction 


Les premieres mesures du champ magnetique de Mercure ( Ness et ah . 1974 . 19751 . 197()h 


par 

MESSENGER ont suggere la presence d’une couche globale fluide. La presence de cette couche 
se devait d’etre confirmee par des observations completement independantes, et qui si possible 
pourraient etre inversees de fagon assez directe. Ceci permettrait egalement d’en savoir plus sur 
cette couche fluide, notamment d’estimer sa taille. 


Pealel (jl972|) a propose une experience se basant sur les mesures de I’obliquite (cf. Chap!?]) 


et des librations en longitude a la periode orbitale (88 jours) 0. Ceci a motive un certain nombre 
d’etudes theoriques evaluant ces librations en fonction des parametres d’interieur. Les amplitudes 
des librations dues aux perturbations planetaires, dont les periodes sont de plusieurs annees, sont 
egalement etudiees, car elles sont susceptibles d’etre detectables. 


8.2 L’experience de Peale (1976) 

L’idee principale de I’experience de Peale est que les librations en longitude et I’obliquite sont 
2 reponses de la rotation de Mercure a des excitations sur des echelles de temps differentes, la 
signature de I’interface noyau-manteau n’etant presente que dans les librations en longitude. 


8.2.1 Theorie 

Nous avons deja vu que pour la mesure de I’obliqu ite de Mercu re, nous pouvions, avec une 
bonne approximation, utiliser la formule suivante, due a Pealel ( 1969l l : 


CQ sin L 


Cficos t + 2 nM^R 2 I'Tg _ mgS) (^22 - _ g2)-3/2C'20 ’ 

Les librations en longitude peuvent etre calculees a partir du Hamiltonien en longitude (I2.1()8p 
developpe a I’ordre 2 en excentricite, mais dans lequel I’argument resonnant est 2 a = 2p — 3A. On 
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en deduit I’equation suivante : 

21 p B-A 3 nB-A, , 3 n B-A , , , 

a H-n^e —--—a H——(1 — lle^) sin A — -n^e —--— sin 2A = 0, ( 8 . 2 ) 

2 C 2 C 4 C 

ce qui donne 


a(t) 


avec 


Acos(uJot + a) 
Alcos(ti;oi + ce) 


3 B — A 11 2 \ • \ 3 B — A . o^ 

- lle^)5mA+ 4 ^^'^ esm2A, (8.4) 


ul 


21 ^ B-A 


(8.5) 


AI et a etant des constantes d’integration. L’approximation generalement faite Wq <C est basee sur 
la consideration que le coefficient de triaxialite {B — A)/C est tres petit, non seulement par rapport 
a 1, mais aussi par rapport a I’excentricite e qui est I’autre petit parametre. Cette approximation 
n’est en general pas faite dans le cas de la rotation synchrone, par exemple Epimethee est si triaxial 
que son mouvement en longitude se rapproche d’un comportement resonnant (Fig. 13.8p . Dans le 
cas de Mercure, on a e « 0.2056 et {B — A)ICm = (2.18 ± 0.04) x 10“^ on Cm est le moment 
d’inertie polaire du manteau (son utilisation sera justifiee dans les lignes suivantes), done notre 
approximation est valide. Mercure est le seul cas connu de resonance spin-orbite 3 :2, tout efois cette 
confi guration resonnante est probablement assez courante dans les systemes planetaires (jMakarovl . 


2012h . Neanmoins, la triaxialite d’une planete vient en partie du couple de maree s’appliquant. 


Dans le cas de la resonance 3 :2, il est bien plus faible que dans celui de la resonance synchrone. On 
a notamment, a I’equilibre hy drostatique, ( 722 /J? ~ 3/^0 p our la rotation synchrone, et C 22 IJ 2 ~ 
7e/10 pour la resonance 3 :2 ( Matsuyama fc Nimmol . 2009l l. II est done raisonnable de penser que 
le parametre de triaxialite {B — A)/C est generalement petit pour la resonance 3:2. Margotl ( 2009l l 
donne une expression plus generale en excentricite pour I’amplitude des librations diurnes et de ses 
harmoniques : 


7 = 11 fk{e) sm{kM) 

ou A4 est I’anomalie moyenne, et 


( 8 . 6 ) 


/i(e) 

/ 2 (e) 

/3(e) 

/4(e) 

/5(e) 


1 lle^ + ^fe" + 

48 288 ^ 

e 421 3 32515 5 7 , 

8 96 3072 ^ " 

(8.7) 

( 8 . 8 ) 

533 4 4609 fj 

(8.9) 

-144“= + 480 ''+°<'=>' 

768 15360 ^ 

( 8 . 10 ) 

600 4500 ^ ^ 

( 8 . 11 ) 
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Une ambiguite apparait entre les formules (|8.4p et (I8.6p a propos de Tangle a utiliser, la longitude 
moyenne A d’un cote, I’anomalie moyenne Ai de Tautre. II est en fait plus exact de considerer I’ano- 
malie moyenne. La formule (I8.4p considere que la vitesse de precession du pericentre est negligeable, 
ce qui est vrai dans le cas de Mercured. Cependant, cette formule est dangereuse a generalise!’ car 
elle incite a oublier les variations du perice ntre, qui out un im pact si on considere les perturbations 


planetaires. Ceci a induit une erreur dans (jPeale et al.l . 1200711 


Dans le cadre de I’experience, on s’interesse a I’amplitude la plus facilement detectable, soit 
celle des librations diurnes, (p ^ 3/2 x (B — A)(C. L’idee forte de cette experience est que seul le 
manteau suit les librations diurnes, il faudrait done utiliser ses moments d’inertie Am, Bm et Cm 
en lieu et place des moments d’inertie de Mercure A, B et C. 


Une autre approximation suggeree est de considerer que le noyau, de moments d’inertie Ac, 
Be et Cc, est spiierique. Ses moments d’inertie sont done egaux. Dans ce cas on a B — A = 
(Bm + Be) — (Am + Ac) = Bm — Am. On pent done ecrire 


3B-A 
2 






6C22 


C 

C Cm 


48 


1 - lle^ + 


959 

48”' 


( 8 . 12 ) 

(8.13) 


Le fonctionnement de I’experience de Peale est done le suivant : les ephemerides de Mercure 
donnent son mouvement orbital, done son excentricite, et les sondes les coefficients du champ de 
gravite J2 et C' 22 - Une fois I’obliquite mesuree, le moment d’inertie polaire C sera connu (Ea l8.ip . 
Ensuite la mesure de I’amplitude de la libration diurne 4> donnera directement le manteau d’inertie 
du manteau Cm, done celui du manteau Cc = C — Cm, ce qui permettra d’en estimer la taille. 


8.2.2 Observations radar 


Le moyen le plus efficace pour observer la rotation de Mercure depuis la Terre est le radar. 
Ce sont des observation s radar qui ont permis de mesurer la vitesse de rotation de Mercure 
(jPettengill &: Dvcel . ll965l L Les signaux radar permettent de mesurer la vitesse de rotation, et I’ins- 
tant on ils sont detectes, correspondant a une orientation spatiale de I’antenne radar, contraint 
I’orientation de I’axe de rotation de Mercure. 


La libration et I’obliquite de Mercure ont ete pour la premiere fois mesurees par iMargot et al. 


((20071) par des observations radar terrestres, essentiellement faites a Goldstone, Californie, d’autres 
ayant ete realisees an Green Bank Telescope en Virginie Occidentale. Ces mesures ont ete mises a 
jour en 2012 ('Fig J8.1l fc Tab J8.ip . 

La Fig l8.1l illustre les mesures radar. A gauche, on voit qu’en repliant toutes les mesures sur une 
meme periode orbitale, on a effectivement un signal. A droite on voit que la mesure (I’etoile) est 
proche de TEtat de Cassini 1. Les dernieres mesures fTab J8.ip suggerent C'/(M^i7^) = 0.346±0.014 

et Cm/C = 0.431 ± 0.025. 


2. la periode de I’anomalie moyenne est de 88 jours, celle du pericentre se chiffre en centaines de milliers d’annees 
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Mercury Ubrations 2002-2012 




Figure 8.1 - Libration (a gauche) et obliquite (a droite) de Mercure mesurees. Les mesures de 
librations out ete regroupees sur une periode orbitale de Mercure. Pour I’obliquite, I’etoile indique 
la mesure, et l es elli pses autour sont les incertitudes a a, 2a et 3cr. Le carreau est la mesure de 


(jMargot et al.l . 120071), et la ligne oblique est la position de I’Etat de Cassini 1 theorique. Ces figures 


sont reproduites de (jMargot et al.l . l2012h . 


Table 8.1 - Les mesures radar de libration et d’obliquite de Mercure. 



Margot et al. (20071 Margot et al. (20121 

Libration 

Obliquite 

35.8 ± 2 arcsec 38.5 ± 1.6 arcsec 

2.11 ± 0.1 aremin 2.04 ± 0.08 aremin 


8.3 Modelisation theorique 

Je presente ici differentes etudes sur les librations en longitude de Mercure. II s’agit aussi bien 
de librations diurnes et de ses harmoniques, que de perturbations planetaires. Dans ce dernier cas, 
les librations ont une periode de plusieurs annees. 


8.3.1 Si le noyau est spherique 


Les premieres etudes ont considere que le noyau de Mercure etait spherique. Dans ce cas, le 
couple de pression applique par le fluide a I’interface noyau-manteau a une resultante nulle. On pent 
done considerer Mercure comme une coquille vide. L’historique de I’etude theorique des librations 
est le suivant : 


1. IPeale et al.l (120071 1 ont fait une premiere etude en negligeant les variations du pericentre, 

( 2008ll ont fait u ne etude Hamiltonienne en longitude, dont le resultat etait 


2. iDufev et al 


different de (jPeale et al.l . 1200711 ('Tabl8.2h . Ces resultats ont ete obtenus de 2 manieres : par 


methode de perturbation ( Deprit . 1969l l. et par integration numerique. La methode de pertur¬ 
bation a ete rendue possible par la mise a disposition par Jean-Louis Simon d’une ephemeride 
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de Mercure sous forme de series de Poisson. L’integration numerique a notamment I’avan- 
tage de necessiter moins d’approximations que la methode de perturbation, qui pent etre vue 
comme semi-analytique ou semi-numerique dans le sens ou elle consiste a manipuler des series 
trigonometriques dont les coefficients sont numeriques. Dans le cas present, I’etude numerique 
a fait apparaitre la perturbation de Saturne, qui avait ete initialement omise, 

feOPOll ont revu leurs calculs, reconnu leur erreur, et confirme les resultats de 


3. Pealeetal 


( Dufev et al. . 2008l l . Ils ont en outre mis I’accent sur la possibilite d’une resonance secondaire 
entre la perturbation jovienne, de periode 11.86 ans, et la libration libre en longitude. La 
consequence serait une amplitude importante de la composante a 11.86 ans de la libration en 
longitude, 

4. Dufev et al. ( 2009l l ont confirme ces resultats avec un modele a 2 dimensions, c’est-a-dire 
sans negliger les couplages entre longitude et obliquite. II s’avere qu’en fait ces couplages 
sont negligeables, ainsi que les librations planetaires en latitude. La encore, les resultats ont 
ete confirmes numeriquement. Pour I’anecdote, nous avons repere, pour un noyau sptierique, 
la proximite d’une resonance en obliquite avec la Gra nde Inegalite Jupiter - Saturned, de 
periode 900 ans, et avons etudie cette resonance dans ( D’Hoedt et al. . 201 oIL Mais I’interet 
de cette resonance n’est probablement qu’academique; en effet la prise en compte d’un noyau 
est discutable pour les longues periodes, 

5. Yseboodt et al. ( 2010l l ont donne une expression analytique des amplitudes des perturbations 
planetaires. 


La Tab J8.2l donne les amplitudes des differentes composantes periodiques de la libration phy¬ 
sique en longitude, pour le champ de gravite de Mariner 10 (J 2 = 6 x 10“^, C 22 = 2 x 10“^), 
C = 0.34M^.Rw et Cm = 0.549(7, ce qui permettait d’obtenir la libration diurne mesuree par 

(jMargot et al.l . 120071 1. II s’agit d’un resultat theorique, seul le terme 2 (le terme diurne) ayant ete 


mesure. Le terme 1 (le forqage jovien) pourrait avoir une amplitude plus importante, mais il evolue 
nettement moins vite, ce qui le rend beaucoup plus difficile a detecter. De plus, il est force par 
la proximite de la resonance avec la frequence des librations libres cuq, ce qui rend son amplitude 
tres sensible a la taille du noyau, alors que les au tres termes planetaires peuvent etre consideres 
comme constants. En effet, Yseboodt et al. ( 2010l l ont montre, en ajoutant un forqage periodique 
a I’equation (j8.2p d’amplitude A* et de pulsation cuj, que I’amplitude de la reponse en libration (pi 
etait : 




OJK - oj. 


2 • 


(8.14) 


Pour les perturbations planetaires a I’exception de celle a 11.86 ans, I’ecart entre la frequence de la 
perturbation, cuj, qui est fixe, et la frequence propre cjq est suffisant important pour etre insensible 
a une eventuelle mise a jour du parametre de triaxialite {B — A)ICm- 


8.3.2 Si le noyau est ellipsoidal 


Nous avons applique le modele de Poincare-Hough (ChapU]) a Mercur e (INovelles et al.l . 120101 ). 
Chronologiquement cette application est anterieure a celle d’lo (jNovellesl . 120131) . J’ai applique ce 


3. il s’agit de la proximite d’une resonance de moye n mouvement 5 :2, qui a une influence tres significative dans 
la dynamique orbitale des planetes du Systeme Solaire iLanlacel . I 178 R| ) 
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Table 


(Dufev et al 


.2 ” Deco mposition quasi-periodique des librations en longitude de Mercure, d’apres 
2009l l. lo est le terme diurne, 1^ le terme de Venus, le celui de la Terre, Ij celui 


de Jupiter et Ig celui de Saturne. Ce sont des librations physiques, obtenues apres la soustraction 
d’une pente a I’angle de spin de Mercure. 


N 

lo 

ly 

le 


Is 

Periode 

Amplitude 

Rapport 

1 

- 

- 

- 

1 

- 

11.862 a 

43.712 as 

1.2193 

2 

1 

- 

- 

- 

- 

87.970 j 

35.849 as 

1.0000 

3 

2 

- 

- 

- 

- 

43.985 j 

3.754 as 

0.1047 

4 

2 

-5 

- 

- 

- 

5.664 a 

3.597 as 

0.1003 

5 

- 

- 

- 

- 

2 

14.729 a 

1.568 as 

0.0437 

6 

- 

- 

- 

2 

- 

5.931 a 

1.379 as 

0.0385 

7 

1 

- 

-4 

- 

- 

6.575 a 

0.578 as 

0.0161 

8 

3 

- 

- 

- 

- 

29.323 j 

0.386 as 

0.0108 

9 

1 

- 

- 

-2 

- 

91.692 j 

0.201 as 

0.0056 

10 

1 

- 

- 

2 

- 

84.537 j 

0.191 as 

0.0053 

11 

- 

- 

- 

2 

-5 

883.28 a 

0.103 as 

0.0029 

12 

2 

- 

- 

-1 

- 

44.436 j 

0.069 as 

0.0019 

13 

2 

- 

- 

1 

- 

43.541 j 

0.067 as 

0.0019 

14 

1 

- 

- 

-1 

- 

89.793 j 

0.044 as 

0.0012 

15 

1 

- 

- 

1 

- 

86.217 j 

0.043 as 

0.0012 

16 

2 

- 

- 

-2 

- 

44.897 j 

0.041 as 

0.0011 

17 

2 

- 

- 

2 

- 

43.110 j 

0.040 as 

0.0011 


modele numeriquement pendant que Julien Dufey le resolvait par une methode de perturbation, ce 
qui s’est revele particulierement ardu du fait de la proximite d’une frequence propre avec celle de 
rotation de Mercure. 

Physiquement, on considere que Mercure est constitute d’un manteau rigide et d’une cavite 
triaxiale remplie d’un fluide non visqueux, qui a un comportement non turbulent. Le couplage 
noyau-manteau se traduit par un couplage de pression a I’interface fluide-rigide. Mathematique- 
ment, I’etude numerique a consiste a integrer les equations derivees du Hamiltonien (I4.44p . et 
I’etude par perturbation est partie du Hamiltonien (I4.45p . dont la partie libre s’ecrit, apres quelques 
transformations canoniques, sous la forme 


J\f — uJuU T ujyU T uj'ugW T (8.15) 

il s’agit done d’un modele a 4 degres de liberte dont les frequences propres sont Uu, et oJz- En 

pratique, uju est proche de la libration libre en longitude, Uy de celle en obliquite, est associee au 
mouvement polaire du moment cinetique total de Mercure autour de I’axe de figure, et Uz est liee 
a I’orientation du moment cinetique du fluide contenu dans la cavite. C’est cette frequence qui est 
proche de la frequence de rotation. Nous considerons que le champ de gravite, le moment d’inertie 
polaire et du noyau sont connus, nous faisons done juste varier les parametres de forme du noyau 
es = (2Cc — Ac — Bc)/{2Cc) (aplatissement du noyau, Ea l4.4U|) et €4 = {Be — Ac)/{2Cc) (triaxialite 
du noyau, Ea l4.4ip . Par exemple, pour 63 = ei et €4 = 62, nous obtenons : 
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Tu = 12.0568 ans, 
Ty = 1626.51 ans, 
Ty; = 337.853 ans, 
Tz = 58.6189 jours, 


aussi bien analytiquement que numeriquement. Dans la suite, nous faisons varier les parametres de 
forme du noyau €3 et €4. 

Les resultats en longitude se trouvent confirmes, la consideration de la triaxialite du noyau 
n’affecte done pas ce mouvement de faqon significative, comme s i le couplage de pressio n s’auto- 


2nn7blL Je 


vais 


compensait en longitude. Ce resultat avait deja ete obtenu par (iRambaux et al 
done plutot detainer les effets sur les autres degres de liberte. 

En fait, les resultats que nous avons obtenus pour la resonance 3 :2 sont relativement proches 
de ceux obtenus pour la resonance synchrone (ChapiH). Le coefficient de triaxialite du noyau, €4, 
ne semble pas avoir d’influence significative. Par centre, le coefficient d’aplatissement du noyau, € 3 , 
semble critique pour le degre de liberte lie a I’obliquite de Mercure, et pour celui lie au champ de 
vitesses dans le fluide. Ceci est illustre par la Tab J8.3[ donnant les valeurs des periodes des librations 
libres associees, Ty et T^. 


Table 8.3 - Variation des periodes propres d’obliquite Ty et d’orientation du fluide en function 
de I’aplatissement du noyau 63, avec 64 = 0. La derniere colonne represente I’ecart a la frequence 
de rotation de Mercure uj = 3nj2. Ces periodes ont ete determinees numeriquement, par analyse 
en frequences. 


esAi 

Ty (a) 

T. (j) 

Tz-uj (a) 

0.33 

3335.16 

58.628 

511.17 

0.7 

1966.31 

58.623 

409.08 

0.8 

1823.63 

58.622 

385.35 

0.9 

1718.34 

58.620 

363.50 

1.0 

1636.35 

58.619 

343.46 

1.1 

1570.86 

58.617 

325.10 

1.2 

1519.36 

58.616 

308.30 

1.5 

1408.10 

58.611 

266.01 

2 

1313.11 

58.602 

214.85 

2.5 

1250.26 

58.594 

179.64 

3 

1216.09 

58.585 

154.01 

3.5 

1198.68 

58.576 

134.72 

5 

1149.35 

58.550 

97.69 

10 

1107.62 

58.462 

50.83 


La periode associee a I’obliquite, Ty, pent devenir tres grande lorsque le noyau est tres peu 
aplati. Par centre, lorsque le noyau est tres aplati, la periode propre associee tend vers une periode 
tres proche de celle correspondant a un Mercure rigide, soit 1066 ans. Ce phenomene avait deja 
ete mentionne par ( Poincare . 191Cll l sous le nom de rigidite gyrostatique. La Fig l8.2l montre le 
comportement de cette periode en fonction de I’aplatissement du noyau €3. 
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e 3 /t 1 

Figure 8.2 - La periode propre T^, liee a I’obliquite, en fonction de Taplatissement du noyau € 3 . 
Un ajustement par moindres carres donne Ty{ez/ei) = A x (es/ei)^ + C avec A = 564.488 ans, 
B = —1.25224 Ri —5/4 et C = 1074.3 ans, cette derniere valeur etant tres proche de la periode 
rigide. Les ronds sont des valeurs extraites des simulations numeriques par analyse en frequence, 
alors que la ligne solide est I’ajustement. 


Un ajustement numerique, par moindres carres, donne Ty ^ Ax (ea/eij^+C avec A = 564.488± 
4.146, B = —1.25224 zb 6.003 x 10“^ et C = 1074.3 zb 3.233 ans. Ces chiffres rendent tentante I’idee 

—5/4 

que Ty suit une loi en ' et que sa valeur asymptotique tend vers la valeur rigide, mais I’absence 
de confirmation analytique@ incite a rester prudent quant a I’interpretation de cette evolution. 

La periode de rotation de Mercure est 58.646 jours. On pent remarquer que la periode libre 
en est tres proche fTab J8.3ll . ce qui laisse penser a la possibilite d’un phenomene resonnant desaxant 
le champ de vitesses dans le fluide par rapport a I’axe de figure. On pent voir que c’est bien le cas 
(FiglO]). 

Cette figure montre une amplitude du desaxage, Jc, d’autant plus grande que le noyau est 
faiblement aplati (es petit). On n’observe par contre rien de tres interessant sur le mouvement 
polaire de Mercure, dont I’amplitude est de I’ordre du metre ('Fig l8.4l) . 

II semblerait done qu’un noyau de Mercure proche d’etre spherique aurait des effets resonnants 
dans le noyau, mais qui resteraient dans le noyau dans le sens ou une etude de la rotation de sa 
surface n’en revelerait pas la signature. Ceci dit, le champ de vitesses dans le fluide doit affecter 
le champ magnetique de la planete. Pour relier ces 2 objets d’etudes, il faudrait introduire dans le 
modele de rotation les mouvements convectifs dans le fluide. 

8.3.3 Avec un noyau interne rigide 

Ce modele de Mercure a 2 couches neglige I’influence d’une eventuelle graine, soit un noyau 
rigide interne. II sera probablement possible avant longtemps d’inverser la rotation observee avec 
un modele a 2 couches, neanmoins la presence ou non d’une graine n’implique pas la meme in- 


4. Avis aux amateurs. 
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Figure 8.3 - Orientation du moment cinetique du fluide dans le noyau, pour differents parametres 
d’interieur. Nous voyons que I’amplitude est d’autant plus grande que I’aplatissement 63 est petit. 


terpretation physique de I’interieur. Notamment le couplage gravitationnel entre le manteau et la 
graine ajoute de I’inertie au manteau, done a la surface observee de Mercure (Chapi5|). Une mesure 
de libration donnera done un manteau plus epais si la graine est negligee. 

, mais I’in- 


L’idee d’introduire une graine est presente dans la litterature des (jPeale et al. 


fluen ce de cette graine avait ete alors vue comme negligeable. Les premieres mesures de (jMargot et al. 


20071 1 ont suggere que le noyau fluide etait plus large que prevu, ce qui a ouvert la possibilite d’une 


graine de taille significative, de ra yon pouvant depasser les 10 00 km. L’idee a ete remise au gout du 
jour par une equipe canadienne ( Veasev &: Dumberrvl. I2OI1I) , ce qui a entrame une succession de 
publications. Une equipe de I’Observatoire Royal de Belgique ( Van Hoolst et al. . 2OI2II y a introduit 
le couplage de pression en plus du couplage gravitationnel, puis 2 articles de collaboration entre 


equipes ( Dumberrv et al. . 2013; Yseboodt et al. . 2013ll ont estime les librations en longitude 


ces 2 

a I’aide de modeles d’interieur les plus realistes possibles. 

Dans un tel cas, la modelisation des librations en longitude est plus complexe, car 2 degres 
de liberte apparaissent (les librations, couplees, du noyau et du manteau), et done 2 periodes de 
libration. Tune plus longue et I’autre plus courte que celle du modele sans graine, soit « 12 ans. Ceci 
multiplie les possibilites de resonance avec les differentes perturbations planetaires. Neanmoins, les 
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Figure 8.4 - Mouvement polaire du manteau, trace sur 5 ans a partir de J2000. Qi et Q 2 sont les 
amplitudes des mouvements est-ouest et nord-sud, au niveau du pole nord geometrique de Mercure. 
La principale periode de ce mouvement est 175.9 jours, soil 2 periodes orbitales ou 3 periodes de 
rotation. 


perturbations diurnes restent les plus detectables du fait de leur vitesse, et leur amplitude variera 
au mieux de 5%. 


8.4 Conclusion 


Les librations diurnes ont ete mesurees avec une precision de I’ordre de 5% (jMargot et al.l . l2012n . 


ce qui en permet une premiere exploitation. Le defi pour les annees a venir sera d’ameliorer cette 
mesure, ainsi que de mesurer les termes de perturbation planetaire et eventuellement les librations 
propres, si elles ne sont pas tout- a -fait amorties. Dans ce cas, il faudra essayer de comprendre 
pourquoi elles ne le sont pas, Peald ( 2005 1 estimant le temps d’amortissement a quelques centaines 
de milliers d’annees. 

L’observation radar a toujours fourni les premieres mesures de la rotation de Mercure, aussi 
bien la vitesse de rotation moyenne, que I’obliquite et les librations diurnes. Je ne sais pas si 
1’accumulation de donnees sur plusieurs annees permettrait de detecter les librations dues aux 
perturbations planetaires. La mesure de ro tation par BepiColombo semble difficile mais possible 
( Pfvffer et aL . fioil : Cicald fc Milan! . 2012I L 
























Chapitre 9 

Etude a tres long terme : la capture 
de Mercure en resonance 3 :2 


9.1 Introduction 


Je presente ici une etude recemment publiee ( Novelles et al. . 2ni4l b II s’agit d’une collaboration 
entre I’Universite de Namur, ou Julien Frouard et moi-meme travaillions sur la rotation de Mercure, 
et I’US Naval Observatory (USNO), ou Michael Efroimsky et Valeri Makarov revisitent la theorie 
des marees. 

La rotation 3 :2 de Mercure en fait un cas unique dans le Systeme Solaire, et depuis les an- 
nees 60, plusieurs etudes ont ete publiees pour tenter d’expliquer cet etat de rotation, en partant 
d’une rotation initiate inconnue, et en faisant agir des dissipations pour finalement obtenir un etat 
d’equilibre, qui doit correspondre a la resonance spin-orbite 3 :2. Ces dissipations incluent systema- 
tiquement les forces de maree, qui peuvent etre assistees d’un frottement a I’interface fluide-rigide si 
une couche rigide globale existe au moment de la capture en resonance. II faut bien comprendre que 
cette etude ne concerne pas la planete Mercure telle qu’on I’observe actuellement, ou la presence de 
la couche fluide me parait unanimement acceptee, mais telle qu’elle etait au moment de sa capture 
en resonance. Le processus de capture depend done de la fagon dont Mercure s’est formee, et aussi 
de la fagon dont ses parametres orbitaux ont evolue depuis sa formation. 

Ce qui a motive cette etude est I’emploi systematique, par toutes les etudes precedentes, d’un 
modele de maree dit Constant Time Lag (CTL), qui considere que le temps de retard avec lequel 
la planete repond a I’excitation de maree est independant de sa frequence d’excitation. Ce modele 
physiquement irrealiste pent etre approprie pour tenter de mesurer ou quantifier I’effet des marees 
a I’echelle de temps des observations, e’est-a-dire de I’ordre du siecle pour les satellites naturels des 
planetes geantes, du fait de sa simplicite. Par contre il altere fortement revolution temporelle de 
I’amortissement de la rotation au corns des ages, et de plus il presente une configuration d’equilibre 
stable pseudosynchrone, qui semble resulter d’un artefact mathematique plus que de la physique 
du probleme, et qui n’a jamais ete observee, meme pour la Lune0. 

Je presente d’abord les differents scenarii d’evolution presents dans la litterature fSec J9.2p avant 


1. Certains considerent que la rotation de Venus est pseudosynchrone, mais Venus a la particularite d’avoir une 
atmospher e epaisse. Les fractur es a la surface d’Europe semblent etre la preuve d’une rotation tres legerement super- 
synchrone (iGeissler et all[l998l i. mais la encore, la physique n’est pas la meme. Europe a vraisemblablement un ocean 
global sous une surface visco-elastique. 
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de presenter notre modele de marees fSec J9.,‘ip . Puis j’expose notre methode de resolution du pro- 
bleme fSec J9.4p . basee sur de nombreuses simulations numeriques, avant de revisiter les principaux 
scenarii d’evolution. 


9.2 Differents scenarii d’evolution 


Comme je I’ai ecrit precedemment, il n’y a pas unanimite dans la communaute scientifique sur 
la faqon dont la structure interne de Mercure a evolue depuis sa formation. Mercure est un mystere 
car anormalement dense par rapport a sa taille fFig J9.ip . 
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Figu re 9.1 - Masses volumiques des planetes telluriques, illustration reprise de (jVan Hoolst et al. 


20071 1. On pent voir que Mercure semble anormalement dense. 


On s’attend en general a ce qu’une planete soit relativement homogene juste apres sa formation, 
puis que les elements lourds migrent vers le centre, afin de creer un noyau. La masse volumique 
de Mercure suggere que les elements lourds sont en proportion anormalement importante, comme 
si Mercure etait en fait le noyau d’un proto-Mercure plus large, dont le manteau d’elements legers 
aurait disparu. 


9.2.1 Differents modeles de formation de Mercnre 

On pent trouver dans la litterature au moins 4 scenarii d’evolution de la structure interne de 
Mercure. 


1. Volatilisation des elements lepers dans l a nebuleuse proto-planetaire II s’agit de la premiere 
explication, due a Weidenschilling ( 1978ll . File suppose qu’une combinaison des forces gravi- 
tationnelles et non-gravitationnelles enleve de faqon plus efficace les silicates que le fer. 
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2. Volatilisation des elemen ts lepers par le vent solaire Dans ce cas, le processus se passe apres 


la formation de Mercure ( Cameron . 19851 : Feglev Sz Cameron . 1987l l. 

198 A) II semble que ce soit la theorie 


3. Enorme impact qui aurait ejecte le manteau iBenz et al. 


4. 


actuellement la plus populaire dans la communaute scientifique. La violence de cet impact 
aurait aussi considerablement ctiauffe Mercure, ce qui aurait accelere la formation de I’in- 
terface noyau-manteau, et done de la couche fluide glob ale. Neanmoins, c e scen ario semble 
etre mis a mal par des donnees MESSENGER. En effet, iPeolowski et al.l (|201l|) pretendent 
que le chauffage trfe important induit par cet impact est incompatible avec I’abondance de 
potassium par rapport au thorium present dans la surface de I’hemisphere nord de Mercure. 

Photophorese Wurm et al. ( 2ni3h ont montre que sous Taction de la chaleur d’une etoile 
dans un disque proto-planetaire, les elements legers avaient tendance a etre repousses vers 
I’exterieur. En consequence, les planetes internes doivent etre relativement denses. 


Trois de ces scenarii suggerent que Mercure etait initialement froid, alors que Timpact suggere 
un proto-Mercure chaudH. Si Mercure etait initialement froid, alors sa principale source de chauffage 
etait le chauffage radiogenique. En negligeant la diffusion, Televation de la temperature AT pendant 
un intervalle de temps At nous est donnee par Tequation de la chaleur : 


AT = ^At, 

Up 


(9.1) 


ou H est le chauffage radiogenique et Cp la cap acite de chaleur specifique. Avec les valeurs actuelles 
H = 3.5 X 10“^^ W/kg et Cp = 1200 J/{K kg) ( Turcotte fc Schubert . 2002ll . on aurait une elevation 
de temperature de 1.84 TT sur 20 millions d’anneesH. Dans le Systeme Solaire primordial, H aurait 
pu etre 4 fois plus important, mais le chauffage resultant aurait de toute faqon ete insuffisant 
pour creer Tinterface noyau-manteau avant plusieurs centaines de millions d’annees. Dans ce cas, 
le proto-Mercure que nous considerons doit etre solide. 

Si par centre la theorie de Timpact est la bonne, alors le proto-Mercure etait chaud. Dans ce cas 
Tinterface noyau-manteau a pu se former beaucoup plus rapidement, et la friction noyau-manteau 
doit etre prise en compte pour simuler Tevolution de la rotation. 

Les donnees dont nous disposons sur les systemes exoplanetaires ne permettent pas de savoir si 
la masse volumique de Mercure est une regie ou une exception. Si elle s’averait etre une exception, 
alors la theorie de Timpact serait renforcee. 


9.2.2 Si Mercure etait solide 


La premiere etude de la capture en resonance 3 :2 est due a iGoldreich fc Pealel (jl966l l qui 
ont considere que Mercure tournait sur elle-meme initialement de faqon prograde, et assez vite, 
puis qu’elle s’etait ralentie sous Teffet des marees solaires. Ils ont considere que Texcentricite de la 
planete avait toujours eu sa valeur actuelle, soit 0.206, et ont obtenu, de faqon analytique, une 
probabilite de capture dans la resonance 3 :2 d’environ 7%. Autrement dit, la situation observee 
avait 7% de chances de se produire. Une telle conclusion a ceci de frustrant qu’elle suggere que le 
modele est insuffisamment precis, mais ne le prouve pas. 


2. Je parle ici de temperature, pas d’excentricite. 

3. nous verrons plus tard la justification de cette echelle de temps 
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Quelques annees plus tard, Counselman ( 1969ll a propose que rexcentricite de Mercure pouvait 
avoir ete initialement differente, mais ne voyait pas pourquoi cette difference aurait pu etre radicale. 
II a considere qu’elle ne pouvait pas depasser 0.25. Ceci n’a que peu cha nge les resultats. 

Cette question a ete revisitee plus de 3 decennies plus tard, lorsque Correia fc Laskar ( 2004li 
ont simule I’evolution orbitale de Mercure a rebours sur 4 milliards d’annees avec 1000 conditions 
initiales, correspondant a notre epoque, proches mais differentes, puis ont utilise ces 1000 trajectoires 
pour extraire 1000 evolutions temporelles de I’excentricite de Mercure, qui pouvait avoir atteint 0.45. 
Ces 1000 evolutions de I’excentricite ont ensuite ete utilisees pour simuler I’amortissement de la 
rotation, et les auteurs obtiennent 554 captures dans la resonance 3 :2 sur 1000 trajectoires. Ils 
observent en fait 3 types de capture : 

- Type I: Mercure est capturee dans la resonance 3 :2 dfe sa premiere traversee (31 trajectoires), 

- Type II : Mercure n’est pas initialement capturee, mais du fait de la forme du couple de 
maree, sa rotation ne ralentit plus; elle finira capturee (168 trajectoires), 

- Type III : Mercure traverse la resonance sans etre capturee, et sa rotation continue a se 
ralentir. Bien plus tard, soit quelques dizaines ou centaines de millions d’annees, sa rotation 
s’accelere du fait des variations seculaires de son excentricite, jusqu’a de nouveau croiser la 
resonance 3 :2. Et elle finira par etre capturee (355 trajectoires). 

Toutes ces etudes considerent que le mouvement de rotation ne se fait qu’en longitude, c’est- 
a-dire que I’obliquite et le mouvement polaire ont deja ete amortis. L’equation a integrer etait 
done 


^{TRI) ^{TIDE) 
! z + iz 


c 


(9.2) 


ou est la composante en z du couple triaxial, et egt la composante du couple de 

marees. Contrairement a la plupart des chapitres precedents, nous ne travaillons pas en formulation 
Hamiltonienne, ceci ayant moins de sens lorsqu’une dissipation est presente. On pent montrer que 
le couple triaxial s’ecrit 


+00 


- (l + i)M 


(9.3) 


% =--(.B-A)n2 G20g(e)sin f 2 

q=—oo ^ 

Les etudes sus-citees ont toutes considere un couple de maree s’exprimant ainsi, ou de fagon 
equivalente a : 


avec 


Tz 


(TIDE) 


R^ r • 

= —3n^M^A:2At— 6A{e) — nM{e) 


-4(e) 

M{e) 


1 + 3e2 + |e^ 

( l - e 2 ) 9 G ’ 

l + fe^ + fe4 + Ae6 

(l-e2)6 


(9.4) 


(9.5) 

(9.6) 


k 2 = 0.4 et nAt = 1/50. On pent remarquer que dans cette derniere quantite, le dephasage temporel 
At, soit le temps de reponse du materiau a I’excitation de maree, ne depend pas de la frequence 
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d’excitation, d’ou le nom de Constant Time Lag (CTL). Une consequence du CTL est une vitesse 
de rotation d’equilibre super-synchrone (on pseudosynchrone) : 


9 = n + 6 ne^ + 


-ne 




(9.7) 


Avec I’excentricite actuelle e = 0.206, on a une vitesse de rotation d’equilibre a 1.26 re. Avec 
e = 0.285, cet equilibr e se confond avec la resonance 3 : 2 . C’est cet equilibre qui a permis a 


Correia &: Laskau (j2004l l d’observer des accelerations de la rotation de Mercure. Leur explication 
repose done sur la croyance en la rotation pseudosynchrone. 


9.2.3 Avec un noyau fluide 

Coldreich fc Peak 1 1967l l ont ete les premiers a introduire un terme de friction noyau-manteau, 


a I’epoque pour etudier la rotation de Venus. En exprimant I’angle 7 de libration autour de la 
resonance q’ :2 : 




(9.8) 


les equations du mouvement sont, dans le cadre d’un regime laminaire dans le fluide : 


/7^(tide)v ^ 

7m = -Wo sin 2jrn + - ^ (jm - jc) , 

k 

7c = (7m — 7c)) 

C^c 


(9.9) 


ou les indices m et c se rapportent respectivement au manteau et au noyau, loq est la pulsation des 
osc illations libre s en lo ngitude, et k est une constante de friction qui couple les 2 mouvements. 

Counselman ( 1969l l a applique ce modele pour Mercure et a trouve que la probabilite de capture 
locale etait plus importante, mais pas la probabilite de capture globale. En d’autres termes : si le 
systeme traversal! la resonance 3 :2, alors il avait des chances raisonnables d’y etre capture. Mais 
en fait la plupart des trajectoires etaient capturees en resonance 2 :1 et done n’ a tteign aient jamais 
la resonance 3 :2. Ces resultats ont ete confirmes et enrichis par iPeale &: BossI (|1977l l qui avaient 
conclu que, pour que Mercure evite d’etre capturee dans la resonance 2 :1, alors, en supposant que 
la viscosite cinematique du fluide constituant le noyau externe etait de I’ordre de celle de I’eau, soit 
0.01 err? j le facteur de qualite Q = {nAt)~^ devait etre plus petit que 100 . 

En considerant les variations seculaires de I’excentricite, Correia Sz Laskar ( 2009l l ont estime 
que si un noyau fluide devait etre considere, alors il etait vraisemblable que Mercure avait ete 
capturee en resonance 2 :1 avant qu’une forte baisse de son excentricite rom pe cette resonance , 
perm ettant ainsi la rencontre avec la resonance 3 :2, puis sa capture. Dans (jCorreia fc Laskar . 


2 OI 2 I), ils envisagent egalement que la resonance 2 :1 ait ete rompue par un impact. 


9.2.4 Si Mercure etait initialement retrograde 

Toutes les etudes que j’ai citees dans ce chapitre jusqu’a present ont considere un proto-Mercure 
ayant une rotation prograde. L’idee que les rotations primordiales sont progrades etait largement 
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repandue jusqu’il y a peu, peut-etre car cela semble intuitif si on imagine le mouvement d’en- 
semble de la nebuleuse proto-planetaire. Ceci neglige le fait qu’au stade primordial de revolution 
du Systeme Solaire, les collisions etaient frequentes. La prise en compte de ces collisions rend alea- 
toire la distribution d es obliquites initiates des corps du Systeme Solaire (jPones fc Tremainel . Il993l : 


Kokuba fc Idal . 120071 1. 


_ ^Mercure a ete initialement retrograde, alors elle a ete bloquee en rotation svnchrone. lWieczorek et al 

(l2012ll . par un comptage des crateres utilisant des donnees de Mariner 10 et des 2 premiers sur- 
vols de MESSENGER, observent une assymetrie est-ouest, qu’ils interpretent comme la preuve que 
Mercure a ete initialement synchrone. Ils supposent qu’ensuite un impact, laissant un cratere de 
plus de 300 km, a ete assez important pour que Mercure quitte I’etat synchrone et atteigne I’etat 
pseudosynchrone, qui aurait fini par I’amener a la resonance 3 :2. 

Ce scenario est base sur 4 fondements : que Mercure a pu etre initialement retrograde, que le 
proto-Mercure a ete fortement impacte, que le comptage des crateres est bien une preuve d’une 
ancienne rotation synchrone, et que la rotation pseudosynchrone est stable. Nous avons vu que 
Mercure a pu etre initialement retrograde, et que la rotation pseudosynchrone est induite par le 
CTL. 

Plusieurs etudes confirment que Mercure a ete fortement imp actee dans so n premier m illiard 


d’annees, notamment lors du Late Heavy Bombardment (LHB) (IStrom et al.l. 120081. 


contre, I’interpretation du comptage des crateres ne fait pas I’unanimite. iFassett et al 


201 ill 


Par 

(I2OI2II . en 

utilisant notamment des donnees acquises apres la mise en orbite de MESSENGER, confirment cette 
distribution assymetrique et reconnaissent qu’elle pent venir d’une ancienne rotation synchrone, 
mais disent aussi qu’elle peut etre due a un renouvehement dissymetrique de la surface, ce qu i 
expliquerait egalement la distribution hemispherique des plaines observee par Denevi et al. ( 2009l l . 


9.3 Pourquoi utiliser un nouveau mod^e de maree 


Je presente ici brievement notre modele de maree, elabore par Efroimskv ( 2012al bl. Ge modele 
a I’avantage d’etre bas e sur des con siderations physiques, notamment il decompose le couple de 
maree a la maniere de (|Kaulal . Il964l l , pour pouvoir prendre en compte la reponse du materiau aux 
differentes frequences d’excitation possibles. 


9.3.1 Theorie 

II faut bien comprendre que le comportement d’un materiau differe selon la frequence d’excita¬ 
tion. A basse frequence, le materiau aura un comportement relativement elastique, et plus visqueux 
a plus haute frequence. II est done necessaire de developper le potentiel de maree selon les differents 
modes d’excitation. _ 

Ge travail a ete fait notamment par ( Efroimskv . 2 ni2al lbh et fait apparaitre des sommations sur 
4 indices, ainsi qu’une partie oscillante dans le couple de maree. Apres de nombreuses simplifica¬ 
tions, consistant notamment a negliger I’obliquite et I’inclinaison, a se limiter aux modes les plus 
significatifs, et a faire disparaitre le couple oscillant par moyennisation, il reste : 


'Ttide 




R 


{G 2 Qq{e))‘^k 2 {oJ 22 Qq) An e 2 {iO 220 q) + 0{i^e) +0{{R/a) 


q=—oo 


(9.10) 
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Le terme k 2 {co 220 q) An e 2 (u; 220 g) contient la dependance en la frequence d’excitation, qui en fait 
ne depend pas de son signe. On definit la frequence de maree x 


X220q — \‘^220q\ ~ (2 + q)n — 26. (9-11) 

Le modele dit de Maxwell ( Maxwell . 1867t ) est tres populaire pour representer les 2 types de 
comportement du materiau. II utilise un temps de Maxwell tm = tq/L r] est la viscosite du 
materiau et // sa rigidite, qui signifie, grossierement, que si la periode de I’excitation est superieure 
au temps de Maxwell alors le materiau repondra de fagon elastique, sinon il aura un comportement 
visqueux. 

Des tests experimentaux, notamment sur la glace, ont montre que le modele de Maxwell etait 
de moins en moins precis a mesure que la frequence d’ excitation augmentait. Pour cela, le modele 
d’Andrade donne de meilleurs resultats fj Andrade. 1 19 IfliL C’est la ra ison pour laquelle nous utilisons 
la dependance en frequence suivante, reprise de ( Efroimskv . 2012a 3) : 


k2{^220q) sin e2{uJ220g) 

3 -A2l[J{x)] ^ 

~ 9 / \2 / . 2 

(9.12) 

(w[J{x)l + A2) + (i[J(x)l) 



57 n 

87rG/92i?2 ’ 

(9.13) 

njix)] 

= 1 + (X'rA)“"cos r(a-h 1 ), 

(9.14) 

AJix)] 

= -(xt-m) - (xrA)““sin r(a-h 1 ), 

(9.15) 


ou J{x) est la compliance complexe a la frequence de maree Xi ta le temps d’Andrade, et a le 
parametre d’Andrade. Nous prenons a = 0.2 et tm = ta- 

Dans la pratique, la prise en compte de la frequence d’excitation a une importance cruciale au 
moment de la traversee d’une resonance spin-orbite. En effet, pour chacun des modeles physiques 
existant dans la litterature, la prise en compte de la frequence d’excitation induit un saut comme 
celui montre a la Eig l9.2l alors que le CTL aura une forme affine a faible pente. Le comportement 
qualitatif du systeme est done fondamentalement different a la traversee et au voisinage d’une 
resonance spin-orbite. 

9.3.2 Une rotation pseudosynchrone impossible 

L’une des principals caracteristiques du CTL est la presence d’un equilibre pseudosynchrone, 
etat final le plus probable d’apres les simulations numeriques, lorsque I’excentricite est constante. 
Lorsque I’excentricite varie et que la planete est dans cet etat d’equilibre pseudosynchrone, alors 
sa rotation pent s’accelerer selon la loi (19. 7p . Lorsque la rotation initiate est superieure a la ro¬ 
tation pseudosynchrone, alors la rotation synchrone est en general inatteignable, sauf phenomene 
catastrophique. Par equilihre, il faut comprendre que c’est un equilibre au sens pratique du terme, 
e’est-a-dire un etat final raisonnablement probable. Mathematiquement, on parle A equilibre stable, 
e’est-a-dire que non seulement il correspond a un equilibre des couples agissant sur Mercure (le 
couple gravitationnel et le couple de marees), mais en plus, tout petit ecart a cet equilibre aura 
pour consequence sa restauration, autrement dit une perturbation ne pent pas le rompre des lors 
qu’elle est suffisamment petite. 
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Figu re 9.2 - Acceleration de maree au voisinage d’une resonance. Figure reprise de 

201 .Sli . 


(jMakarovl . 


La Fig JO.dl montre I’equilibre du au couple de maree dans les 2 cas. Les parametres utilises sont ici 
ceux de la Lune, mais I’explication reste qualitativement valide. Sur la courbe, la rotation du corps 
est a Lequilibre. Chacune de ces courbes separe le plan en 2, le corps est accelere au-dessus de la 
courbe, et decelere en-dessous. Ceci a pour consequence que lorsque la courbe a une pente positive, 
alors Tequilibre est stable, et 11 est instable si la pente est negative. Dans le cas du CTL, tons les 
equilibres sont stables, c’est pour ga qu’on pent avoir une rotation d’equilibre pseudosynchrone (on 
super-synchrone). Par contre, dans le cas de notre modele de maree, la pente n’est positive qu’au 
voisinage des resonances spin-orbite. En consequence, ce sont les seuls equilibres stables, equilibres 
qui se trouvent renforces par notre modele de maree du fait qu’ils ne sont pas presents que dans le 
couple gravitationnel. Ceci suggere egalement, comme I’indiquera la suite, que les probabilites de 
capture dans les resonances spin-orbite sont plus grandes qu’avec le CTL. 


9.3.3 Resultats preliminaires 


Makarov! (|2012l l a fait des simulations numeriques des probabilites locales de capture dans les 


principales resonances spin-orbite, c’est-a-dire en langant chaque simulation juste avant la rencontre 
avec la resonance, pour differentes excentricites, considerees comme constantes. Les simulations 
differaient par la condition initiate de Tangle de la rotation. Les resultats sont donnes Fig l9.4l les 
parametres d’interieur utilises etant ceux de Mercure, avec le temps de Maxwell tm = 500 ans. 


On constate que les probabilites de capture dependent de Texcentricite, ce qui etait attendu car 
elle intervient dans le couple de maree par le biais de la quantite G 20 q{e), ainsi que dans le couple 
gravitationnel. II est interessant de constater que certaines resonances deviennent certaines au-dela 
d’une certaine excentricite. Notamment la resonance 3 :2 est certaine pour e > 0.18, et la 2 :1 est 
certaine pour e > 0.3. Ce resultat tranche radicalement avec le CTL, qui donne une probabilite de 
capture dans la resonance 3 :2 de 7%. Ce resultat justifie que les scenarii d’evolution spin-orbite de 
Mercure soient revisites en utilisant un modele de maree plus realiste. 
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Figure 9.3 - Instabilite de la rotation pseudosynchrone. La rotation d’equilibre induite par le 
CTL est en mauve, celle due a notre modele est en bleu. Chacune de ces 2 courbes partage le plan 
en 2, le corps considere accel ere au-dessus de la courbe, et decelere en-dessous. Figure reprise de 


( Makarov fc Ffroimskv . 2013h . 


9.4 La methode 


Tenir compte d’un Mercure primordial, ou proto-Mercure, necessite notamment de considerer 
son orbite primordiale. Nous nous basons pour cela sur les travaux de Jacques Laskar et ses colla- 
borateurs sur revolution a long terme du System e Solair e inter ne, qui est chaotique avec un temps 
de Lyapunov de I’ordre de 10 millions d’annees ( Laskar . 1989I L En consequence, les quantites or- 
bitales primordiales des planetes doivent etre exprimees de fagon statistique. Si leurs demi-grands 
axes peuvent etre consideres comm e constants, Le xcentricite de Mercure peut avoir ete tres basse, 
comme elle peut avoir atteint 0.45 ( Laskar . 2008li . Une etude dediee a Mercure doit tenir compte 
de ces aspects. 

II faut egalement considerer que les conditions initiales de la rotation de Mercure sont mecon- 
nues. Si on considere que I’obliquite et le mouvement polaire se sont vite amortis, I’angle de rotation 
et la vitesse initiales sont incertains. 

Tout ceci incite a considerer I’evolution de la rotation de Mercure d’un point de vue statistique. 
En gardant a 1’esprit que des simulations numeriques sur le tres long terme seront necessaires, le 
temps se mesurant en millions d’annees, il devient evident que des simulations numeriques utili- 
sant des outils de calcul performants seront necessaires. Nous avons utilise, comme precedemment, 
I’integrateur d’Adams-Bashforth-Moulton d’ordre 10. 


9.4.1 Evolution de I’excentricite 


Laskar ( 2008l i a montre, par des simulations numeriques sur 5 milliards d’annees, que I’evolution 


passee de I’excentricite de Mercure devait etre consideree d’un point de vue statistique, pour tenir 
compte de la diffusion chaotique ('Eig l9.5p . 

II a suggere de decrire cette statistique par une loi de Rice 
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a 

3 



eccentricity 


Figure 9.4 ~ Probabilites de capture obtenues par (jMakarovl . [2012|). On constate qu’avec I’excen- 
tricite actuelle e = 0.206, alors Mercure est certaine d’etre capturee dans la resonance 3 :2 si elle 
la traverse. 



Figure 9.5 - Evolution statistique de I’excentricite de Mercure, d’apres ( Laskad . l2008l l . Les courbes 
sont espacees de 250 millions d’annees, et elles s’evasent a mesure qu’on s’approche de I’origine du 


Systeme Solaire. 


/T,s(e) = 


cr^ 


exp 


e2 + s2\ 

2cj2 ) 



(9.16) 


avec 


a‘^{T)=bo + hT 


(9.17) 


pour modeliser un phenomene de diffusion, ou 6o = 2.07 x 10“^, bi = 1.043 x 10“^, s = 0.1875, et 
le temps T est en milliards d’annees. Iq est la fonction de Bessel de premiere espece. 

Julien Frouard a fait un travail formidable d’elaboration d’evolutions temporelles synthetiques 
de I’excentricite de Mercure, afin de reprodu i re ces statistiques et d’obtenir ces trajectoires sans 
refaire les simulations numeriques de (jLaskad . l2008l l. Pour cela il a utilise un processus de Wiener 
du type 
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e{T + 6t) = e{T) + a{5t)5e, (9.18) 

ou e(0) est I’excentricite initiale et a la deviation standard. 6t est un increment en temps, et 5e 
un increment independant, obeissant a une loi gaussienne. La deviation standard utilisee dans 
1’equation (|9.18p est obtenue en ajustant une loi gaussienne a la loi de Rice 


= 0.00091. Apres quelques autres etapes detaillees dans (jNovelles et al. 



, ce qui donne 
visant notam- 

ment a supprimer les excentricites negatives donnees par la loi gaussienne, et a retourner le sens du 
temps car on raisonne a rebours, on obtient 1000 trajectoires iFig l9.0p . c’est-a-dire 1000 evolutions 
temporelles synthetiques de I’excentricite, dont les statistiques verifient la loi (lO.lOp . 



Figure 9.6 - Evolution temporelle de 5 (a gauche) et 1000 (a droite) excentricites synthetiques de 
Mercure. 

Nous avons ainsi obtenu des evolutions temporelles de I’excentricite de Mercure que nous avons 
pu injecter dans I’equation regissant la rotation (El. 


9.4.2 Validation de la methode 

Une bonne facon de valid er notre methode etait de tenter de reproduire les resultats statistiques 
de ( Correia &: Laskar . 2004l i. Afin de limiter le temps de calcul, j’ai limite chacune des simulations 
a 3 millions d’annees, ce qui permet de dire si Mercure a ete capturee a la premiere traversee de 
la resonance 3 :2. On pent done com parer avec les 31 captures de Type I sur 1000 trajectoires 
obtenues oar lCorreia fc Laskarl (120041 1. A partir des 1000 evolutions synthetiques de I’excentricite, 
nous creons 10 ensembles de 1000 simulations numeriques avec une periode de rotation initiale de 
20 jours, et des angles de rotation initiaux differents, le modele de maree etant le CTL ('Ea J9.4p . 
La repartition des vitesses de rotation finales est donnee Eig J9.7[ 

On constate des pics de densite aux resonances spin-orbite 3 :2, 2 :1, 5 :2 et 3 :1, correspondant 
a des captures. Le pic le plus important correspond a la rotation pseudosynchrone, nous voyons 
bien que la resonance synchrone n’est pas atteinte. 

Afin d’estimer le nombre de trajectoires effectivement capturees dans chaque resonance, en 
particulier la 3 :2, nous ajustons une function de repartition par moindres carres pour supprimer 
les trajectoires en rotation pseudosynchrone. En supprimant cette function f{9) = a/9^ avec a = 
31476.4 et 6 = 12.9944 des statistiques globales, nous pouvons estimer le nombre de trajectoires 
capturees dans chacun des echantillons ('Tab J9.1|) . 
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Figure 9.7 - Repartition des vitesses de rotation de 10 000 proto-Mercures apres 3 millions d’an- 
nees, avec le CTL. On pent constater une accumulation au niveau de la rotation pseudosynchrone. 


Table 9.1 - Estimation du nombre de captures pour ctiacun des 10 echantillons de 1000 simulations 
simulations numeriques, avec le CTL. Du fait d’erreurs d’arrondi, la ligne Total ne correspond pas 
exactement a la somme des 10 lignes prececentes. 



3 :2 

2 :1 

5 :2 

3 :1 

Echantillon 0 

37 

20 

8 

5 

Echantillon 1 

47 

15 

5 

1 

Echantillon 2 

51 

22 

10 

4 

Echantillon 3 

34 

26 

8 

8 

Echantillon 4 

56 

21 

5 

1 

Echantillon 5 

35 

28 

6 

4 

Echantillon 6 

40 

23 

6 

1 

Echantillon 7 

29 

17 

11 

3 

Echantillon 8 

39 

26 

5 

7 

Echantillon 9 

49 

23 

6 

1 

Total 

415 

217 

70 

35 


en 


On a 415 captures de Type I (pour reprendre la terminologie de ( Copeia fc Laskar . 2004IL 
resonance 3 :2 pour 10 000 trajectoires, alors que ( Correia fc Laskar . 2004l l en avaient 31 pour 1000 
trajectoires. II est interessant de constater la variabilite du nombre de trajectoires capturees selon 
les echantillons, qui utilisent les memes evolutions temporelles de I’excentricite. On a en effet entre 
29 et 56 captures, done nos resultats sont coherents avec ceux de I’etude sus-citee. Ceci dit, ils 
illustrent la difficulte de I’estimation de probabilites de capture a partir de resultats numeriques. 


Nous pouvons considerer la methode comme validee et pouvons maintenant utiliser notre couple 
de maree pour revisiter I’histoire de la rotation de Mercure. 
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9.5 Revisite du scenario 1 : Mercure etait solide an moment de la 
capture 

Ici nous revisitons le premier scenario, qui considere que Mercure etait initialement prograde, et 
que I’interface noyau-manteau n’etait pas encore formee. En fixant le parametre d’Andrade a = 0.2 
et les moments d’inertie de Mercure, et en imposant ta = tm, alors le modele ne depend plus que 
d’un seul parametre : le temps de Maxwell tm. Nous allons le faire varier. 


9.5.1 Premiers essais 


Nos premiers essais ont ete faits avec tm = 500 ans, et il s’avere que 20 millions d’annees 
suffisent pour obtenir I’etat final de Mercure. Cette valeur du temps de Maxwell est parfois utilisee 
pour la Terre. Nous obtenons les statistiques suivantes : 


Resonance 4 :1 
Resonance 7 :2 
Resonance 3 :1 
Resonance 5 :2 
Resonance 2 :1 
Resonance 3 :2 
Resonance 1 :1 


5 captures (0.5%), 
21 captures (2.1%), 
40 captures (4%), 

103 captures (10.3%), 
279 captures (27.9%), 
444 captures (44.4%), 

104 captures (10.4%), 


rassemblees dans la Fig J9.8l 



Vitesse de rotation finaie 


Figure 9.8 - Statistiques de capture avec tm = 500 ans. Ces resultats ont ete obtenus sur 20 
millions d’annees. On pent voir que la resonance 3 :2 est la plus probable. 


La difference avec le CTL est spectaculaire. Comme prevu, on n’a plus I’etat de rotation pseu- 
dosynchrone. De plus, la resonance spin-orbite 3 :2 est I’etat final le plus probable. Ainsi on apport e 
une solution au probleme pose apres la probabilite de capture de 7% par (jGoldreich fc Peald . Il966ll , 


sans avoir recours aux variations seculaires de I’excentricite. Ceci signifie aussi que dans ce cas, Mer¬ 
cure a ete capturee en resonance 3 :2 en moins de 20 millions d’annees, un temps bien trop court 
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pour former I’interface noyau-manteau si le proto-Mercure etait froid, c’est-a-dire s’il ne resulte pas 
d’un impact suffisamment violent pour expulser le manteau. 

9.5.2 Avec un proto-Mercure plus chaud 

Le Mercure primordial etant tres mal connu, nous avons teste le modele avec des temps de 
Maxwell plus courts, correspondants a des modeles plus chauds. Plus precisement, nous avons teste 
tm = 5 ans et tm = 15 ans. Les resultats sont rassembles Tab J9 .2 l et Fig J9.9l 


Table 9.2 - Statististiques de capture pour un temps de Maxwell plus court. 


Resonance 4 :1 
Resonance 7 :2 
Resonance 3 :1 
Resonance 5 :2 
Resonance 2 :1 
Resonance 3 :2 
Resonance 1 :1 


Tm = 5 ans 
13 captures (1.3%) 
43 captures (4.3%) 
118 captures (11.8%) 
240 captures (24%) 
361 captures (36.1%) 
205 captures (20.5%) 
20 captures (2%) 


Tm = 15 ans 
7 captures (0.7%) 
22 captures (2.2%) 
104 captures (10.4%) 
177 captures (17.7%) 
368 captures (36.8%) 
284 captures (28.4%) 
38 captures (3.8%) 



Tm = 15 ans 



Vitesse de rotation finale 

Tm = 5 ans 


Figure 9.9 ” Statistiques de captures pour un proto-Mercure plus chaud. On constate que la 
diminution du temps de Maxwell tm favorise la resonance 2 :1 par rapport a la resonance 3 :2. 


Nous constatons qu’un temps de Maxwell plus court favorise les resonances d’ordre plus eleve. 
En consequence, le proto-Mercure a moins de chances de finir capture dans la resonance 3 :2 du 
fait qu’il a moins de chances de I’atteindre. Ceci semble etre un argument en faveur d’un Mercure 
froid, mais n’oublions pas que les resultats sont statistiques. Ce n’est pas parce qu’un scenario est 
peu probable qu’il ne s’est pas produit. 


9.6 Revisite du scenario 2 : le noyau de Mercure existait deja 

Si Mercure a subi un impact qui aurait expulse le manteau d’elements legers, alors il aurait ete 
suffisamment chaud pour creer une interface fluide-solide rapidement. II faut done tenir compte de la 
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friction noyau-manteau dans revolution de la rot ation. Valeri Makarov a f ait une etude analytique 
du probleme, en generalisant le formalisme de (jGoldreich &: Peald . 1196711 a tout type de couple 
de maree, pour un fluide laminaire. II en a deduit une formule de probabilite de capture dont 
I’application numerique est donnee Fig l9.10[ 


D 

a 


S 0.4 


o 

o. 



0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 

eccentricity 


Figure 9.10 - Probabilites de capture dans les resonances spin-orbite pour un grand noyau verifiant 
Cm 1C = 0.5, et un coefficient de friction k tel que kjCm = 10“®. 


On constate, comme ( Peale fc Bossl. 1977ll et ( Correia fc Laskar . 2009ll . que la consideration de 
la friction noyau-manteau augmente considerablement les probabilites de capture. A I’excentricite 
actuelle, la capture dans la resonance 2 :1 est certaine, rendant la resonance 3 :2 impossible. II faut 
done envisage!’ que I’excentricite de Mercure ait ete plus petite. 


9.7 Revisite du scenario 3 : une resonance synchrone destabilisee 


Ce scenario, issu de ( Wieezorek et al. . 2012ll . considere que la repartition des crateres a la surface 
de Mercure est la preuve d’une ancienne resonance synchrone, qui aurait ete destabilisee par un 
impact. II faut done examiner 2 problemes : 


1. Comment Mercure peut avoir ete en rotation synchrone, 

2. Comment un impact peut rompre cette rotation synchrone et provoquer la capture en reso¬ 
nance 3 :2. 


Avec le CTL, la rotation synchrone n’est possible que si Mercure est initialement retrograde, 
I’etat d’equilibre pseudosynchrone empechant la resonance synchrone si Mercure est initialement 
prograde. Ce n’est pas le cas avec notre modele, comme nous I’avons montre dans les sections 
precedentes, ou la rotation synchrone est possible avec un Mercure prograde, et plus facile sans 
noyau et a faible excentricite. 

Si le proto-Mercure etait initialement retrograde, alors il a traverse des resonances -5 :2,-2 
3 :2, et -1 :1 avant de devenir prograde. J’ai realise des simulations numeriques en utilisant notre 
modele de maree et un proto-Mercure solide initialement retrograde, et toutes mes trajectoires ont 
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Figure 9.11 - Vitesses de rotation finales d’un proto-Mercure chaud {tm = ta = 5 ans). On 
observe que la resonance 1 :2 est certaine pour une excentricite superieure a 0.12. Lorsque le temps 
de Maxwell est plus long, on n’observe que la rotation synchrone. 



fini en rotation synchrone pour des temps de Maxwell de 15 et 500 ans. Pour tm = 5 ans, j’obtiens 
des captures en resonance 1 :2 pour une excentricite superieure a 0.12 (Fig lO.llD . 

La question de I’impact est plus compliquee qu’avec le CTL. Avec le CTL, il suffisait que I’impact 
rompe la rotation synchrone, et I’etat pseudosynchrone prenait le relais, pouvant eventuellement 
accelerer la rotation de Mercure. Dans notre cas, un impact qui simplement romprait la rotation 
synchrone verrait Mercure etre de nouveau capturee en rotation synchrone, a moins que son excen¬ 
tricite soit suffisamment importante pour etre dans la zone d’acceleration lFig l9.3p . II faut done, 
a excentricite raisonnable, que I’impact soit suffisamment violent pour atteindre la resonance 3 :2. 
II faut egalement que la direction de I’impact soit favorable pour modifier la vitesse de la rotation 
preferentiellement en longitude. 

Nous estimons qu’un tel impacteur aurait laisse un bassin d’au moins 600 km de diametre; il y 
a probablement environ une douzaine de crateres de cette taille a la surface de Mercure. Ce scenario 
reste done possible, meme s’il est moins envisageable qu’avec le CTL. 


9.8 Conclusion 


Ce chapitre a propose de revisiter le processus de capture de Mercure dans la resonance spin- 
orbite 3 :2. Nous avons vu I’importance du modele de maree, le populaire Constant Time Lag 
sous-estimant largement les probabilites de capture et permettant des accelerations Actives de la 
rotation. 

Nous avons examine les 3 scenarii presents dans la litterature : Mercure initialement solide et 
prograde, Mercure initialement differenciee et prograde, et Mercure synchrone dans le passe puis 
impactee. Le cas d’un proto-Mercure initialement differencie parait pe n probable, car la resonance 
3 :2 n’est alors possible qu’a faible excentricite. Brasser et al. ( 2013l l soutiennent d’ailleurs que 
Mercure etait initialement quasi-circulaire. La theorie de I’impact qui aurait destabilise la rota- 
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tion synchrone n’est pas impossible non plus, mais elle est moins probable qu’auparavant car elle 
necessite un plus gros impacteur et / on une excentricite plus grande. 

Nous pensons que le scenario le plus probable est celui d’un Mercure initialement froid, solide 
et prograde; dans ce cas la resonance spin-orbite 3 :2 est I’etat final le plus probable. On a aussi 
une capture qui se produit en moins de 20 millions d’annees, ce qui est tres rapide. 

Une extension de cette etud e serait de partir d’u n pr oto-Mercure tournant su r 3 axes. L’effet 
de I’obliquite a ete aborde dans ( Peale &: Boss . 1977a 1 et ( Correia &: Laskar . 2O10h . mais beaucoup 
reste a faire. 
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Chapitre 10 


Utilisation de Panalyse en frequence 
pour simuler un equilibre dynamique 


10.1 Introduction 


La modelisation de la rotation resonnante des corps du Systeme Solaire revient a decrire un 
etat d’equilibre dynamique, qui est mathematiquement proclie d’une superposition d’oscillations. 
C’est en tout cas le cas pour la plupart des satellites naturels, ou leurs m ouvements orbitaux 


peuvent etre dec r its de fagon quasiperiodique au moins sur quelques siecles (jLainev et all. 120061 : 


Vienne &: Duriea . Il995l i. Dans le cas de Mercure, cette description est valable en longitude, et nous 


avons utilise une extrapolation sinusoidale pour pouvoir aussi I’utiliser en obliquite (Chap CD . 

Mathematiquement on pent ecrire les choses de la fagon suivante : on part d’un systeme regi 
par I’equation differentielle ordinaire : 


Jl{t)=f{X)+g{X,t), (10.1) 

avec / : B C C" —)■ C"', 5 ^ : B C C” x M —)■ C"’ est une perturbation externe, et le vecteur d’etats 
X G B C C”, B etant un ouvert de C” contenant I’equilibre qui nous interesse. Nous supposons 
que chaque composante Xi G C de X est quasiperiodique, c’est-a-dire peut s’exprimer sous la forme 
d’une somme convergente de monomes trigonometriques periodiques, autrement dit : 


=^aiexp{ifit), 

i 


( 10 . 2 ) 


ou les ai sont des amplitudes complexes et les fi des frequences reelles. On peut separer ces fre¬ 
quences fi en 2 groupes : des frequences fibres, ou propres, qui sont les seules existant dans le 
systeme non perturbe, c’est-a-dire lorsque 5 = 0 , et les frequences de forgage dues a la perturbation 


La legitimite de la decomposition (I10.2p est donnee par 2 theoreme s dans le cadre Hami l tonien 
pour des systemes quasi-integrables. D’une part, le theoreme KAM0 (j Arnold . 1963; Moser . 1962li 
garantit I’existence de tores quasiperiodiques invariants si la partie inferable de la fonction Ha- 
miltonienne est non degeneree, si la condition Diophantienne est verifieeQ et si la perturbation est 


1. Kolmogorov - Arnold - Moser 

2. c’est-a-dire si on est sufRsamment loin de toute resonance 
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sufRsamment petite. D’autre part, le theoreme de Nekhoroshev ( Nekhoroshev . 1977 . 1979l i donne 
un resultat de stabilite. II prouve que les orbites d’un systeme legerement perturbe restent proches 
de celle du systeme non perturbe sur un temps exponentiellement long. 

Par exemple, dans la modelisation de la dynamique de rotation d’un corps en resonance spin- 
orbite, les frequence de forqage viennent des ephemerides orbitales, et les frequences fibres on propres 
sont celles des petites oscillations autour de I’equilibre, notees uJu,v,w,z dans les chapitres precedents. 
De plus, des termes croises apparaissent, combinaisons entieres d’oscillations fibres et forcees. Nous 
considerons ces termes comme fibres car nous devons nous en debarrasser, ils ne sont pas presents 
dans la solution a energie minimale, correspondant a I’equilibre. La solution que nous cherchons 
ne doit contenir que des termes forces, il faut done se rapproctier le plus possible des conditions 
initiates donnant une amplitude nulle aux oscillations libres. 

Une faqon intuitive d’atteindre les conditions initiates est de proceder iterativement a partir 
de I’analyse en frequence. C’est-a-dire analyser une solution obtenue numeriquement, identifier les 
termes libres, et les retirer des conditions initiates. Cette faqon de faire n’est pas nouvelle, nous 
I’avons trouvee dans la litterature de s 2000 dans le cadre d’une preuve du theoreme KAM assistee 
par ordinateur ( Locatelli fc Giorgilli . 2000 ll . 

Ce que je presente ici est une tentative d’aller plus loin, en s’attaquant a la preuve de la conver- 
gence de I’algo r ithme . Ce travail, fait en collaboration avec Nicolas Delsate et Timoteo Carletti 
( Novelles et ah . 20 xxIL n’a pour I’instant pas ete publie autrement que sur arXiv, et est I’un de mes 
travaux les plus cites. 


10.2 Notre algorithme 


Je presente ici le principe de notre algorithme, visant a determiner la solution forcee. Nous 
supposons ici qu’elle existe, nous ne cherchons pas a prouver son existence!!. 


10.2.1 Principe 

Considerons un systeme decrit par I’equation differentielle ordinaire 

i(t) = f{X), (10.3) 

dans le voisinage d’une solution quasiperiodique de frequences (a;j)i<j<„, les frequences libres du 
systeme. Notons cu le vecteur de M” dont les w, G M sont les composantes. Le vecteur d’etat X 
appartient a C”. Modifions maintenant le systeme en ajoutant un forqage quasiperiodique g : 

J({t)=f{X)+g{X,t), (10.4) 

ou les frequences de g sont les composantes {i^j)i<j<p du vecteur P G Les functions f et g sont 
definies d’un ouvert de C" et de C"' x M respectivement, a valeurs dans C”, et n et p sont des entiers 
strictement positifs. 

Considerons qu’il n’y a pas de resonance entre les (cjj) et les (r'j), autrement dit que ces fre¬ 
quences sont lineairement independantes par combinaisons entieres. Appelons X) : RxC"" ^ C” 
la solution avec une condition initiate X. La decomposition quasiperiodique de (p s’ecrit 


3. C’est probablement ce qu’il manque a I’etude pour etre publiee. 
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${t-,x)=^ Y. 4 (x) , 

on pent la reecrire en separant les termes libres des termes forces : 


(10.5) 


Rp-x) = Y 4™ (^) + E ■?« G) 

l^0,rh&P 

= : S{t-X) + L{t-X), 


( 10 . 6 ) 


les fonctions S et L etant definies d’un ouvert de M x C"" a valeurs dans C^. 

L’utilisation de ralgorithme se base sur Thypothese de I’existence d’une orbite (27r/zyj)i<j<p- 
quasiperiodique, done appartenant a un tore d’ordre p, composee uniquement de frequences de 
forgage. Cette hypottiese pent de fagon equivalente s’ecrire comme I’existence d’une condition ini- 
tiale Xoo telle que la solution associee est (27r/i/j)i<j<p-quasiperiodique, done 


${t-,Xoc) =S(t;Xoo), 


(10.7) 


on encore L(t; Xqo) = 0 . 

Le principe de notre algorithme est le suivant : 


1. Prenons la condition initiale Xq relativement proche de X^o, 

2. Integrons numeriquement I’equation differentielle ordinaire (I10.4p pour determiner (f (t] X^ 

et ensuite determiner la decomposition quasi-periodique $(t; = S{t; Xq) + L{t; Xq), 

3. Posons Xi = 5(0; Xq) et reiterons le precede en utilisant Xi en lieu et place de Xq, 

4. De cette fagon on construit une suite (X„) definie par la relation de recurrence suivante 


de telle fagon que 


X„+i = 5(0;X„), 


lim Xji — Xqq, 

n^oo 


( 10 . 8 ) 


(10.9) 


ou encore 


lim L(t: X^) = 0. 

n—)-oo 


( 10 . 10 ) 


Ge t algorithme a deja ete utilise dans les circonstances suivantes : 

- ( Novellesl. I 2 OO 9 II : R otation synchrone de Callisto (n = 3, p = 13), 

- ( Dufev et al.l. l2009ll : Librations de Mercure en resonance 3 :2 (n = 2, p = 5), 

- ( Couetdic et al, . 1 . l201flll : Dynamiqu e orbitale d’un systeme exoplanetaire (n = 1, p = 3), 
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- ( Novelles et al 


- (R.obutel et al 


C; 


Hou et al.l . l2014l l : Dynamique orbitale des astero'ides troyens, 


2010 1 : Rotation de Mercure avec interactions noyau-manteau (n = 4, p = 5), 
201 ill : Rotation en longitude de Janus et Epimethee (n = 1, p = 6), 
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- (Dels^j_20]j|) : Reso nances gravitationnellesB d’un orbiteur autour de Vesta (n = 1, p = 3), 


- ( Novelles et al.|. H) : Rotation rigide de Mimas (n = 3, p = 5) 

' bniai : 


- ( Novellesl . 


Modele de Poincare-Hough pour la rotation d’un satellite synchrone fictif 


(n = 4, p = 3) 


- (Novelles. 201311 : Modele d e Poincare-Hough pour lo (n = 4, p = 13), 


( Novelles Sz D’Hoedt . 20121 : Novelles &: Lhotka . 2013ll : Extrapolation sinusoidale de I’obli- 
quite de Mercure (n = 1, p = 4), 

- (|Novelles fc Nimmol . 120141 1 : Rotation de Titan a 3 couches (n = 6, p = 9). 

Get algorithme est d’autant plus facile a utiliser que les frequences propres varient peu au 
voisinage de I’equilibre, ce qui est particulierement vrai pour les resonances spin-orbite. Cela I’est 
moins pour les resonances de moyen mouvement. 


10.2.2 L’algorithme NAFF 

Notre algorithme necessite I’utilisation d’un algorithme d’analyse en frequence le plus pre¬ 
cis possible, qui donnera la decomposition quasiperiodique (110.511 . Nou s avons utili se I’algorithme 
Numerical Analysis of the Fundamental Frequencies (NAFF) ( Laskar . 19931 . 20051 ). dont voici le 
principe. 

Le but est d’ecrire un signal complexe quasiperiodique x{t) sous la forme 


N 

x(t)» o* exp (^^^*^) , (10.11) 

1=1 

sur I’intervalle de temps [—T;T] ou et a* sont les frequences reelles et amplitudes complexes 
determinees numeriquement. Les frequences et amplitudes sont determinees par un processus ite- 
ratif. Pour determiner la premiere frequence z/*, qui en theorie doit correspondre a I’amplitude de 
module le plus important, on cherche le maximum de la quantite 


= (x(t), exp(zz/t)), (10.12) 

oil le produit scalaire {f{t),g{t)) est defini par 

^ J^^f{t)g{t)x{t)dt, (10.13) 

g{t) etant le complexe conjugue de g{t) et x(i) est une fonction de poids, c’est-a-dire une fonction 
positive qui verifie 


= 1- (10.14) 

Laskar conseille d’utiliser 

X{t) = + cos(7rt))^, (10.15) 

oil p est un entier positif. En pratique, I’algorithme est plus efficace avec p = 1 ou p = 2. Nous 
avons utilise p = 2. 


4. Ce sont des resonances entre la rotation du primaire et I’orbite du secondaire. 
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Une fois que le premier terme periodique ai exp(^^^l^) est trouve, il est retire de la fonction x{t), 
et I’algorithme est reitere pour trouver le terme suivant. L’algorithme s’arrete lorsqu’une frequence 
detectee est tres proclie d’une autre deja detectee, ou lorsque le nombre de termes detectes atteint 
un maximum predefini par I’utilisateur. 

Plusieurs metliodes existent dans la litterature pour ameliorer la precision de I’algorithme. 
Notamment, lorsque 2 frequences sont separees par moins de 2 fois la frequence fondamentale, 
correspondant a la longueur de I’intervalle sur lequel le signal est analyse, alors leurs oscillations 
peuvent bruiter la determination de chacune. Laskar r ecommande d ’ ortho gonaliser au fur et a me- 
sure la base sur laquelle le signal est exprime, alors que Champenoisl (1998) reco mmande de reiterer 
numeriquement la determination de chaque terme independamment des autres. IS aillenfe stI (1201411 
a mon tre que ces 2 methodes etaient mathematiquement equivalentes. 

(jl997h ont propose une correction analytique des termes determines. 


Sidlichovskv &: Nesvornv 


10.3 Approches de la preuve 

Je presente ici des idees de preuve de convergence de I’algorithme, dans un contexte assez 
general, puis dans un cadre Hamiltonien, dont je montre qu’il necessite moins d’hypotheses. 

La convergence de I’algorithme pent etre prouvee en montrant la convergence de la suite {Xk)keN 
fEo JlU.H]) . Si Xk converge vers P G C”, alors en reecrivant l’Ea. (|lU.8p de la fagon suivante 

^k+i = S{0] X-k) = (^(0; Xk) — L(0; Xk) = Xk — L(0; Xk), (10.16) 

la continuite de la fonction L, garantie par rEa JlO.bl ainsi que I’hypothese que la suite {X)k converge 
donnent 


0 = lim (Xn+i - Xn) = - lim L(0;X„) = -L(0;P), (10.17) 

n—>-oo V / n^oo 

alors, par unicite de la solution (27r/i/j)i<j<p-quasiperiodique, on a P = X^o. 

10.3.1 Dans un cadre general 

Nous avons besoin de I’hypothese supplementaire suivante : les matrices jacobiennes S et A des 
functions S et L verifient 


lim 



S(X) = 


(10.18) 


ou On est la matrice nulle de dimension nxn. Nous allons voir qu’il s’agit d’une condition suffisante 
pour la convergence de notre algorithme. 

A partir de la definition (|10.8p et de la definition premiere de Xk+i comme condition initiate 
d’une orbite, nous avons 


<5(0; Xk) = Xk+i = 0(0; Xk+i) = .5(0; Xk+i) + A(0; X^+i). (10.19) 

Cette relation definit implicitement I’application qui lie les 2 iterations successives Xk et Xk+i. 
Appelons la F, on a alors Xk+i = F{Xk). Nous supposons depuis le debut I’existence d’une orbite 
(27r/z/'j)i<j<p-quasiperiodique issue de la condition initiate Xoo, ceci revient a supposer que Xqo est 
un point fixe de F, autrement dit 
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f(Xoo)=Xoo. (10.20) 

Ainsi, prouver que la suite {Xk) converge vers X^o revient a prouver que le point fixe de F X^o est 
un attracteur, done que chaque valeur propre de la matrice jacobienne de F ^ evaluee en X^o a un 
module inferieur a 1. 

On pent reecrire la relation (llO.lOp sous la forme 

S{0;F{Xk))+mHXk)) = 5(0; Xfc), (10.21) 

puis en differentier chaque composante 5/ (1 < / < n) par rapport aux Xi {1 < i < n), composantes 
de Xk ■ 


^ = y (dSi dF{Xk)h ^ dLi dF{Xk)h \ 
dxi ^ \dxh dxi dxh dxi j ' 

On pent ecrire cette derniere relation a I’aide de matrices jacobiennes, e’est-a-dire 

nXk) = S {F{Xk)) d>(Afc) + A (i?(Afc)) cD(Xfc), 

ce qui donne 


( 10 . 22 ) 


(10.23) 


$(Afc) = (s(F(Afc))+A(F(Afc))) 's(Afc) 


= S 


(F(Afc))+A(F(Afc))) 'A(F(Xfc) [A(F(Xfc)] \{Xk). (10.24) 


II en decoule directement, avec I’aide de I’hypothese (|10.18p et en gardant a I’esprit que X^o est un 
point fixe de F, que 


^ Im 4>(^fc) = 0, 

done les valeurs propres de la matrice $(Aoo) ont un module inferieur a 1. 


(10.25) 


10.3.2 Dans un contexte Hamiltonien 

Considerons un systeme Hamiltonien a (n + p) degres de liberte R{yi,Xi,Aj,Xj) avec 1 < i < n 
et 1 < j < p, ou les Hi et Aj sont les variables d’action et les Xi et Xj les angles. Le forgage est 
contenu dans les Aj et Xj. Supposons de plus que le systeme peut etre localement decrit par un 
oscillateur harmonique perturbed : 


'H{U,u,A,X) =cd-U + eni{U,u,A,X), 


(10.26) 


avec U = (Fi)^<-<„, u = (rij)i<j<n> ^ et composantes du vecteur 

cj = (wi)i<i<n sont les frequences (ou pulsations) des oscillations propres, et eRi est une petite 
perturbation qui contient le forgage. On est ici dans un cas degenere, 1’ex istence de tores invariants 
peut neanmoins etre etudiee grace a la theorie de Birkhoff (jMoseii . Il968l l. Le Hamiltonien R a ete 


5. Ce qui est classiquement le cas pour un probleme de resonance spin-orbite, cf. Ea K-1.521 
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obtenu plusieurs transformati ons canoniques, notamment une visant a supprimer les termes croises 
de la forme yjVk avec j ^ k (iHenrard fc Lemaitrel . 1200511 . et la transformation polaire canonique 
classique : 


Xi = \/2[/jZjsin Ui, 

Hi = sj2Ui/Zi cos Ui, (10.27) 

on Zi est une constante, choisie de fagon a ce que les termes de degre 1 en y/Ul disparaissent. 
La transformation (|10.27|) peut etre vue comme I’expression des variables Xi et yi en I’absence du 
forgage perturbatif eRi, c’est-a-dire 


Ui, Aj — 0 , Xj ) 

yi{JAi,Ui, Aj — 0, Aj) 


= yj2UiZism Ui, 

= sj2UilZi cos Ui. 


On peut voir dans I’expression de la transformation polaire (|10.27p la caracteristique de d’Alem¬ 
bert, qui dit notamment qu’une expression contenant I’angle kui ou k est un entier doit avoir un 
prefacteur dont la dependance en Ui est de la forme iHenrard ( 1974l l a mon- 

tre que cette relation etait cqnsery ee a tout ordre si on resolvait le probleme par la methode des 
Transformees de Lie ( Deurit . 1969l l si le Hamiltonien R est analytique[^. Considerons ici que nous 
utilisons la methode des Transformees de Lie pour resoudre le probleme. 

Ainsi, toute fonction Xq ou yq pour 1 < <? < n, composante du vecteur d’etat X ou Y, suit la 
caracteristique de d’Alembert pour {Ui,Ui), et done peuvent s’ecrire sous la forme 


et 


n |fc.| n 

X,{C/, S, k\)=y. m n C'A (i + E n 

h£ZP rnGN'^ s=l 

n p 

X exp ^ kiUi -h ^ hjXj)"j 
i=l j=l 


(10.28) 


yq{U,u,A,X) 


n \k-\ n 

E n c'A (i + E n v^') 

mGN”' s=l 

n p 

X exp (^z( kiUi + Y I 

i=l j=l 


(10.29) 


ou /3^ ^mkh constantes complexes, rrii, ki et hj sont des entiers, et 

m = ||m|| = 6st pair. On suppose que les membres de droite convergent absolument pour 

Ui inferieur a un certain Ui^ strictement positif. On a ainsi 


6. developpable en serie entiere an voisinage de tout point de son ensemble de definition 
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P' Ifc-I / _ P j - TPls\ 

?(^) = E n + Y. Mih n ) 


hezp 


2=1 


m€N^ 


s=l 

P 


X exp ^z( Y, kiUi{t) + 

i=i 


i=l 


(10.30) 


_ ifc.i / _ / _ /- ms\ 

= E f^k,h n ^ + E n \EE) ) 


heZP 

kezi^ 


i=l 


mSN" 


s=l 

P 


X exp ^z( Y^ kiUi{t) + 


2=1 


J = 1 


(10.31) 


En supposant que I’ordre des Transformees de Lie M auquel on s’arrete pour obtenir Xq et yq 
est suffisamment grand pour que Ton puisse considerer les quantiles Ui{t) comme des constantes 
comme ce serait le cas si M etait oo, on pent decomposer Xq{t) de la faqon suivante : 


( j f I tg \ / \ 

1+ E )exp(z(5]/ijAj(t))) + 

j=i 


hezp 


meN" 


s=l 


n |fe.| n _ n p 

h£'ZP mEN'^ -5=1 2=1 j=l 


(10.32) 


fcez"\{o} 


en une partie libre Lq et une partie forcee Sq. yq{t) pent etre decomposee de la meme maniere. On 
voit directement 


5, ~ 


^ + YB^pupuY■■■, 

hj 

Lg ~ YC^pU[ + .... 


(10.33) 

(10.34) 


En appelant E et A les matrices jacobiennes des fonctions S et L limitees aux variables d’actions 
Ul (ce qui est different du cas non-Hamiltonien, puisqu’ici notre systeme est degenere), on a 


S = 


' dL„\ 


(10.35) 


dUi, 


A 


l<g',2<r2 


(10.36) 
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ce qui donne directement = 0 ( 1 ) et 


dL^ 

dU' 


U-), done, lorsque U- tend vers 0, 


dL 

converge vers une valeur complexe finie tandis que diverge vers I’infinie. Done I’inverse de A, 


soil A converge vers la matrice nulle O^, ainsi que le produit A Nous verifions done la 
condition suffisante p0.18p pour que notre algorithme converge. 


10.3.3 Vitesse de convergence 

Dans le cas on on pourrait ecrire 


5(0; x) ~ Xoo + a{x - Xoo)^ + ■ ■ ■, (10.37) 

L(0;x) ~ b{x — Xqo)^ + ..., (10.38) 

on ... signifierait termes d’ordre superieur, pour a > /S > 0, on a aussi la vitesse de convergence de 
notre algorithme. Si on pose 9n = Xn — Xoo, alors rEa. fllO.lOp s’ecrit 


«0n+l 


+ be: 


n+l 




ce qui pent etre resolu de facon appro ximative pour On+i-, 
d’inversion de Lagrange (jCarlettil . l2003l l. ce qui donne 


(10.39) 

par exemple en utilisant la formule 


/ n \ 

On+l ~ 0“/^ + ..., (10.40) 

et suggere ainsi que notre algorithme converge a la vitesse a/f3. II decoule de la regie de d’Alembert 
que a = 1 et P = 1/2, done notre algorithme aurait une convergence quadratique dans le cas 
Hamiltonien. 

J’ecris bien aurait, car il s’agit d’une vitesse de convergence theorique. Elle suppose notamment 
que la precision machine est infinie; en pratique elle est de I’ordre de 10 “^^ — 10 “^® en double 
precision, qui est un ordre rapidement atteint a la vitesse quadratique, la precision machine se 
revele done plus limitante que la precision mathematique. 


10.4 2 exemples numeriques 

Dans le cadre de cette etude, Nicolas Delsate a fait des essais numeriques pousses pour illustrer 
notre algorithme et tenter de confirmer la convergence quadratique. Des exemples sont presents 
tout au long de ce manuscrit, ici je me limiterai a 2 : la resonance spin-orbite dans un cas extreme, 
car quasi-resonnant, et un exemple de proie-predateur avec forgage period!que, dans un cadre non 
Hamiltonien. 

10.4.1 La resonance spin-orbite 1 :1 en longitude 

La theorie associee a ce cas a deja ete largement developpee. Nous partons du Hamiltonien 

2 

Riy, X, A, A) = ^— e^ai(e) cos(2x — A) + a 2 (e) cos(2x — 2A) 

+ 03 ( 6 ) cos(2x — 3A) + a 4 (e) cos(2x — 4A) + 05 ( 6 ) cos(2x — 5A)^ + A 


(10.41) 
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avec X = t et 


ai{e) 

a4(e) 


e e 

17 2 115 4 

4 12 


a2(e) = ^ - , a^{e) 


et oi^{e) = 


845 


e^- 


32 525 
1536 ' 



123 

” 3 ^ 


e 


3 


Nous fixons e = 0.3 et e = 5.49 x 10“^ afin de se rapprocher d’une resonance entre la frequence 
orbitale (normalisee a 1) et la frequence propre u. Un tel cas defavorise la convergence de notre 
algorithme, ceci nous permet de maximiser le nombre d’iterations avant d’etre bloques par la 
precision machine, et done d’etudier la fagon dont il converge. Les equations issues de ce Hamiltonien 
sont 


dy 

dn 


dt 

dx 



= —2e^ai(e) sin(2x — A) + a 2 {e) sin(2x — 2A) + 03 ( 6 ) sin(2x — 3A) 



+ Q! 4 (e) sin(2x — 4A) + 05 ( 6 ) sin(2a; — 5A)^, 

(10.42) 

dx 

OR 


dt 

= AT = 
dy 

(10.43) 

dA 

dn 


dt 


(10.44) 

dX 

dn 


dt 


(10.45) 


et bien stir on n’integre numeriquement que les 2 donnant y et x. On est dans un cas a 2 degres 
de liberte, I’un libre et I’autre force, la frequence de forgage etant ici normalisee a 1. On a done 
n = p = 1. En definissant I’argument resonnant a = x — X, une Transformee de Lie a I’ordre 2 
donne les expressions approchees suivantes : 
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et 


0 - (-0.159123 + 1.015 533 [/) sin A 

+(-4.534205 X 10“^ + 1.511041 x 10“2C/)sin2A 

+(-2.633 611 X 10“^ + 1.140 088 x 10“^C/)sin3A 

+(-1.055 803 X 10-^ + 5.937 715 x 10-®t/)sin4A 

+(-1.119 934 X 10“'^ + 1.662 371 x 10~^U) sin 5A 

+(-2.529 386 x 10-^ + 2.976143 x 10-®t/)sin6A 

+1.627894\/t7sin?x + 2.058 034 x 10~^Usm2u 

+2.976 133 X 10-2 Vt7sin(A + u) + 0.142 827V!7sin(A - u) 

+4.307322 X 10-3\/t7sin(2A + u) - 2.413 618 x 10-2VC7sin(2A - u) 

+2.894 153 X 10-^V^sin(3A + u) - 7.262 346 x 10-“^V^sin(3A - u) 

+1.396 981 X 10-^\/t7sin(4A + u) - 2.614574 x 10-®VC7sin(4A - u) 

+2.043 814 X 10-'^v^sin(5A + u) - 1.071171 x 10-®\/77sin(5A - u) 

-3.552 194 X 10-2t/ sin(A + 2u) + 0.685 948 U sin(A - 2u) 

-2.153015 X 10-^C/sin(2A + 2u) -1.915010 x 10-2c/sin(2A - 2tt) 
-1.827299 X 10-'^t/sin(3A + 2u) + 5.436 345 x 10-^7/sin(3A - 2u) 
-1.021 550 X 10-^7/sin(4A + 2u) + 3.627801 x 10-^7/sin(4A - 2u) 
+0 (7/3/2) ^ 


y « 1 + (-0.159 123 + 1.015 533 7/) cos A 

+(-9.068410 X 10-3 + 3.022 082 x 10-27/)cos2A 

+(-7.900 833 X 10-^ + 3.420 266 x 10-377) cos 3A 

+(-4.223 213 X 10-3 + 2.375 086 x 10~^U) cos 4A 

+(-5.599 670 X 10-'^ + 8.311 856 x 10-®77)cos5A 

+(-1.517631 X 10-3 + 1.392 351 x 10-'^77) cos 6A 

+1.230493^77cos « + 3.176270 x 10-377cos 2u 

+5.272 743 x 10-^V77cos(A + u) + 3.261102 x 10-^ V77cos(A - u) 

+1.193 850 X 10-2^77cos(2A + u) - 2.964 706 x lO-^ V77cos(2A - u) 

+ 1.091 580 X 10-3^77cos(3A + u) - 1.618 286 x 10-3V77cos(3A - u) 

+6.665 941 X 10-3a/77cos(4A + ?x) - 8.440 693 x 10-3 a/77cos(4A - u) 

+1.179 623 X 10-^VUcos{5X + u) -4.529 258 x 10-3V77cos(5A - n) 

-9.034478 X 10-277cos(A + 2u) - 0.372 710 77 cos(A - 2u) 

-7.628 889 x 10-377cos(2A + 2u) - 8.744867 x 10-277cos(2A - 2u) 
-8.302 064 X lO-'^T/cos(3A + 2u) + 7.918 844 x 10-"^77cos(3A - 2u) 
-5.662 812 X 10 - 377 cos(4A + 2u) + 8.912 232 x 10-377cos(4A - 2u) 

+0 ( 773 / 2 ) ^ 


(10.46) 


(10.47) 
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avec 

w = 0.739 732 0521, (10.48) 

U etant I’amplitude de I’oscillation libre, que I’on souhaite voir nulle. Dans ce cas les conditions 
initiates ideales sont 

cj(0)=0 et y(0) = 0.830 975124 73. (10.49) 

La Tab ll0.l1 donne le comportement de notre algorithme. Les equations ont ete integrees a 
I’aide d’un integrateur de Bulirsh-Stoer, sur un intervalle egal a 238 periodes de forgage. Les calculs 
ont ete faits en Fortran 90, compiles avec un compilateur Ifort 11.0. On pent remarquer plusieurs 
choses : 

- L’analyse en frequence detecte de moins en moins de termes a mesure que les iterations 
augmentent. C’est normal car la partie libre du signal est de plus en plus faible. 

- La position du terme de frequence io descend dans I’ordre des termes detectes. 

" La periode du terme libre, evoluant comme I’inverse de la frequence, diminue a mesure que 
I’algorithme converge. C’est un resultat classique pour les resonances en mecanique celeste, 
ou la periode du terme resonnant va tendre vers I’infini a mesure qu’on s’approctie de la 
separatrice. 

- On ne pent pas reellement dire si la quantite Un+i/U^ reste constante, done si la convergence 
de I’algorithme est vraiment quadratique. Le role de la precision machine n’est sans doute 
pas a negliger. 




Table 10.1 ~ Convergence de notre algorithme dans le cas quasi-resonnant. Les colonnes sont respectivement : nombre d’iterations 
n, variables, conditions initiales (C.L), nombre de frequences detectees, rang du terme libre dans la determination, d’amplitude 
AmpL et de frequence determinee numeriquement a;*. La derniere colonne permet de tester la convergence quadratique. 


n C.L 

T^freq. Rang 

Ampl. oj* 

Un+i/U^{y) Un+i/U^{a) 

y 1.000 000 000 
a 0.000 000 000 

30 1 

30 1 

7.368 530 x 10-^ 0.741860 
9.932 502 x 10-2 0.741860 

0.4813 0.456 3 

0.506 6 0.495 7 

0.5274 0.5161 

y 0.851607082 
a -3.170 672140 x 10-9 

21 2 

16 2 

6.122 476 X lO-o 0.747 751 
8.187849 x 10-0 0.747 751 

y 0.838 740 063 

0 - -9.855 863 550 x 10-^0 

26 4 

22 4 

4.336 535 x 10-^ 0.747 791 
5.799125 x 10-0 0.747 791 

y 0.838 648 575 
a -1.102 439 070 x 10-9 

23 9 

20 8 

2.219 788 X 10-9 0.747 791 
2.968459 x 10-9 0.747 791 

y 0.838 648 571 
a -1.638 333 711 x 10-^'^ 

13 13 

12 12 

1.158 263 X 10-^'‘ 0.747 791 

1.548 912 x 10-^^ 0.747 791 


to 

o 


10.4. 2 EXEMPLES NUMERIQUES 
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La Fig JlO.ll illustre graphiquement le resultat. 



Figure 10.1 - Illustration de la convergence de notre algorithme pour la rotation synchrone quasi- 
resonnante. En noir on voit le resultat de la premiere integration numerique, avec pour conditions 
initiates (y = 1, a = 0), alors qu’en gris on voit le resultat apres 3 iterations de notre algorithme. 
Les oscillations a la frequence io ont disparu. 


10.4.2 Un systeme proie-predateur avec forgage periodique 


Pour les derniers calculs de cette these d’HDR, oublions I’astronomie, revenons sur Terre. Nous 
avons tenu a montrer que notre algorithme pent s’utiliser dans un cadre tres large, done nous avons 
choisi un exemple de biologi e mathematique, p lus precisement un exemple de proie-predateur avec 
forgage periodique repris de ( Blom et al.l . 1981), qui utilise les celebres equations de Lotka-Volterra. 
Nous sortons aussi du cadre Hamiltonien. 

Les equations sont 


dxi 

dt 

dx2 

dt 


axi(l + 7cos(27rt) — X 2 — 


Px2{-1 + Xi), 


(10.50) 

(10.51) 


a, 7 et 1 ] etant des constantes strictement positives. L’idee est la suivante : les predateurs X 2 (des 
loups) se nourrissent de proies xi (des lapins), qui eux-meme ont besoin pour vivre d’une ressource 
(la carotte), dont la quantite disponible varie periodiquement (au cycle des saisons). Avec 7 = 0 
(pas de forgage, systeme autonome) et r/ = 0 , on pent prouver facilement I’existence de solutions 
periodiques de periode 27r/y^a^ oscillant autour de I’equilibre (xi,X 2 ) = (1,1). Si 7 > 0 I’equilibre 
devient {xi,X 2 ) = (1,1 — 7 ) et les oscillations sont amorties. Si 7 7 ^ 0, le systeme presente des 
oscillations 27r-periodiques. 

Nous avons integre numeriquement les equations du systeme avec dissipation (7 = 0.025), et 
sans (7 = 0). Pour ce dernier cas, nous avons applique notre algorithme (Tab JlO.2]) . Nous voyons 
que cet algorithme converge assez efficacement vers la solution forcee. 
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Figure 10.2 - Integrations numeriques du systeme proie-predateur pour a = 4.539, (3 = 1.068 et 
7 = 0.25, avec pour conditions initiales xi = 1 et X 2 = 1 — rj (en noir), la periode propre etant 
T = 2.853 74. On voit un amortissement des oscillations pour r/ = 0.025. A droite, les courbes 
grises resultent d’une integration numerique des equations du systeme avec des conditions initiales 
obtenues apres 2 iterations de notre algorithme. 


10.5 Conclusion 


Nous avons explore la convergence d’un algorithme donnant un equilibre quasi-periodique, 
cas souvent rencontre dans les problemes s pin-orbite. D’autres algorithmes existent, par ex e mple , 
dans le cadre de la dynamique galactique, (Rodionov fc Sotnikova . 2006 : Rodionov fc Orlov . 20081 : 


gy : _ 

Rodionov et ah . 20091 : Rodionov fc Athanassoulal . 2011 1 proposent d’inclure une dissipation dans le 


systeme, de le laisser evoluer lentement, d’obtenir ainsi de nouvelles conditions initiales qui seront 
reutilisees... et ainsi d’approcher iterativement I’equilibre. On pent difficilement, de cette faqon, 
eviter de deplacer I’equilibre, comme I’illustre le parame tre n dans notre p r obleii re proie-predateur. 
Dans un autre contexte, celui de I’obliquite de Mercure, iBois fc RambauxI (j2007|) proposent d’ajus- 
ter un centre de libration a leur signal, qui servira de nouvelle condition initiate. 

En interne, nous appelons cet algorithme NAFFO, pour Numerical Algorithm For Forced Os¬ 
cillations. Ce nom a I’avantage de commence! comme Namur, et il rend hommage a I’algorithme 
NAFF, sans lequel notre algorithme n’existerait pas. Comme cet algorithme ne vient pas originelle- 
ment de nous, nous n’avons pas de legitimite pour le faire connaitre sous un nom que nous aurions 
nous-meme choisi. 

Dans le Chapitre [3 je presente un algorithme d’extrapolation sinusoidale des ephemerides or- 
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Table 10.2 - Utilisation de notre algorithme sur le systeme proie-predateur, avec a = 4.539, 
j3 = 1.068, 7 = 0.25 etrj = 0. 


n I.C. 

#freq. Rang 

Ampl. w* 

Xi 1.000 000 000 000 000 
a;2 1.000 000 000 000 000 

50 2 

50 1 

3.831163 x 10“^ 2.206 634 
1.854280 x 10-2 2.206 634 

xi 0.989166 714 745100 

X2 0.965 514 795157481 

22 4 

21 3 

3.573 335 x 10“^ 2.207483 
1.729 063 x 10“^ 2.207483 

xi 0.989186 585 2343442971 
X2 0.965 545142 090197 513 7 

26 6 

26 6 

4.508 632 X 10“*^ 2.207483 
2.181634 x 10“® 2.207483 

xi 0.989186 576 347806470 6 
X2 0.965 545142191326 750 5 

14 11 

14 11 

6.524 090 X 10“^'' 2.207483 

3.156 872 x 10“^^ 2.207483 

xi 0.989186 576 347806470 2 
X2 0.965 545142191326 7504 

14 11 

14 11 

6.503 088 X 10“^''' 2.207483 

3.146 710 x 10“^^ 2.207483 


bitales. J’envisage de faire un jour une etude mathematique de cet algorithme, pour essayer de le 
publier en tant que tel. 
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Chapitre 11 

Conclusion 


Comment conclure un tel document ? J’espere qu’il aura interesse le lecteur. II existe de nom- 
breuses manieres de rediger une these d’Habilitation a Diriger des Recherches, j’ai personnellement 
fait le choix de rediger un document sur les resonances spin-orbite, car mon interet pour le sujet a 
coincide avec mon arrivee a Namur. Notamment je ne m’y etais absolument pas interesse au mo¬ 
ment ou j’ai passe ma these de doctorat, en 2005. J’ai voulu y rassembler mes principaux resultats 
sur le sujet, quitte a parfois tomber dans I’ecueil du catalogue. Mon idee premiere etait d’ecrire un 
textbook sur le sujet, tache qui s’est averee trop ambitieuse.. .pour I’instant. En tout cas, rediger 
ce document m’a permis de prendre du recul sur mes travaux, qui devrait m’etre profitable. 

Ma these de doctorat a porte sur la dynamique orbitale des satellites naturels, sujet sur lequel 
je travaille en fait encore, notamment dans le cadre du groupe de travail Encelade. Je travaille 
egalement sur les observations de phenomenes mutuels, qui seront, je I’espere, nombreuses cette 
annee a Lille. 

Ces annees de recherche se sont egalement accompagnees d’enseignement et d’encadrement. 
J’etais notamment en charge, pendant 5 ans a I’Universite de Namur, du cours de mecanique 
celeste de Master 1. J’ai egalement co-encadre le stage de Master 1 de Nathalie B. a Lille, ainsi que 
les memoires de Master de Marianne L. & Aurelie H a Namur. Mais ma plus grande experience 
d’encadrement, et ma plus grande fierte pour I’instant, est la co-direction de la these de doctorat 
d’Emilie Verheylewegen, soutenue a Namur le 4 avril 2014, sur la dynamique des satellites d’Uranus. 
J’ai longtemps cru que le rapport entre enseignant et etudiant etait a sens unique, je sais maintenant 
que c’est un echange, et toutes ces personnes m’ont beaucoup appris. 
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